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CAPUT    L 

DB 

NATURA  AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM  QUIBUS 

FUNCTIONES  DUARUM  VARIABILIUM  DETEK- 

MINANTUR  IN  GENERE. 

Problem.a     1. 

Si  z  sit  functio  quaecimqtie  dttarum  variabilium  x  et  y  ^  defihtre 
indolem  aequatlouia  differontialiay  qua  refatio  difibrentialium  drr,  dy 
•et  dz  exprimitur. 

Soiutio. 

Sit  ?da:-+'O^y^R^zzzi0  aequatio  refetionem  differen* 
tialium  do?,  dy  et  dz  exprimens,  in  qua  B,  Q  et  R  sint  fpncUoi» 
nes  quaecunque  ipsarum  x  ^  t/  et  z.  Ac  primo  quidem  necease. 
est  9  ut  haec  aequatio  nata  sit  ex  diiferentiatione  aequationis  cujus^ 
piam  finitae ,  postquam  differentiale  per  quampiam  quantitatem  fue« 
rit  divisum.  Dabitur  crgo  quidam  multiplicator  puta  M,  per  quem 
formula  P5a:'+  Qdy-^^-Rdz  multiplicata  fiat  integrabilis ;  nisi  enim 
talis  multiplicator  existeret,  aequatio  differentialis  proposita  foret  ab* 
surda  f  nihilque  omnino  declararet.  Totum  ergo  negotium  huc  re* 
dit,  ut  character  assignetur,    cujus  ope  hujusmodi  aequationes  diife* 
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4  CAPUT     L  ^. 

rentiales  absurdae  nihllque  significantes  a  realibus  dignosci  queant. 
Hunc  in  finem  contemplemur  aequationem  propositam  P3a;-+-Q3y 
+  Rdz  =  0  tanquam  realem.  Sit  M  multiplicator  eam  reddens 
integrabiiem  •  ita  ut  haec  formula 

sit  verum  difTerentiale  cujuspiam^  functionis  trium  variabilium  x^  y 
et  z ;  quae  functio  si  ponatur  r=  Y  5  haec  aequatio  Y  zzz  Const. 
fiitura  sit  integrale  eompletum  aequationis  propositae..  Sive  igitur 
X,  sive  yy  sive  z  accipiatur  constansi   singulas  has  formulas 

MQ9y+MRaz,  MRazH-MPaa?,  MPao? -f- MQ9j/ , 

seorsim  integrabiles  esse  oportet ;  unde  ex  natura  diiferentialium 
crit 

/3  .  MOx  /9  .  MRn  ^        /d .  MRn  ,3  .  MPn ^ 

unde  per  evolutionem  hae  tres  oriuntur  aequationes 

II.    M(|i)  +  R^_M(|D-P(|5)  =  0 

ra.    Mg|)  +  P(|»)-M(|-5_Q(|H)  =  0 

quarum  si  prima  per  P  ,  secunda  per  Q  et  tertia  per  R .  multipli- 
cetur,  in  summa  omnia  differentialia  ipsius  M  se  tollent^  et  reliqua 
aequatio  per  M  divlsa  erit 

quae  continet  characterem ,  aequationes  differentiales  reales  ab  ab- 
surdis  discernentem  ,  et  quoties  inter  quantitates  P,  Q  et  R  haec 
conditio  locum  habet,  toties  aequatio  differentialis  proposita 
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CAPUT     I.  5 

Tdx  +  Qay  -^  Rdz  =z  o 
est  realis.  Caeterum  hic  meminisse  oportet ,  hujusmodi  formulam 
unciuuiis  inclusam  (^)  significare  valorera  5^  >  si  in  differentiationc 
ipsius  Q  sola  quantitas  z  ut  variabills  tractetur ;  quod  idem  de 
caeteris  est  tenendum  ^  quae.  ergo  semper  ad  functiones  finitas  re* 
ducuntur* 

Corollarium      i. 

.2.  Proposita  ergo  aequatione  diiferentiali  inter  tres  variabiles 
Pdx  -+-  Qdy  -^  Rdz  =  0  ^ 
ante  omnia  dispiciendum  est  y  uti*um  character  inventus  locum  ha^ 
beai ,  nec  ne  ?  priori  casu  aequatio  erit  realis  ^  posteriori  vero  ab- 
surda  et  nihil  plane  significans ,  neque  unquam  ad  talem  aequatio- 
nem  ullius  problematis  solutio  perducere  valet. 

Corollarium     2. 

3.  Character  inventus  etiam  hoc  modo  exprimi  potest 
('J2^«i»,  +  (2S-zia2)  +  (>^'?!)  _  „ , 

quandoquidem  uncinulae  <  non  quantitates  finitas  afficiunt,    sed  solam 
differentiationem  ad  certam  variabilem  restiunguat. 

C  0  rol  I  a  r  iu  m      3. 

4.  Simili  modo    si  aequatio    haec    cbaracterem    continens  per 
PQR  dividatur,  ea  hanc  formam  induet 

qnae  etiam  ita  expnmi  potest 
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S~choIi'on     i; 

5.  Qucmadmodum  omnes  aequationes  difrerentiales  inter  binas 
Tariabiles  semper  sunt  reales,  semperque  per  eas  relatio  ccrta  inter 
ijpSas  variabiles  definitur  ,  ita  hinc  discimus ,  o:em  secus  se  habere 
ih  aequationibus  differentialibus  ,  quae  tres  variabiles  involvant ,  at* 
que  hujusmodi  aequationes 

ifon  certhm  relationera  inter  ipsas  quantitates  fihitas  a?,  y  ct'  z  de- 
clarare  ,  nisi  quantitates  P,  Q,  R  ita  fueriht  comparatae ,  ut  cha- 
racter  inventus  locum  habeat.  Ex  quo  intelligitur  infinitas  hujus- 
ilxodi  aequationes  differentiales  inter  ternas  variabiles  proponi  posse, 
quibus  nulla  prorsus  relatio  finita  conveniat,  et  quae  propterea  ni- 
hil  plane  definiant.  Pro  arbitrio  scilicet  hujusmodi  aequationes  for- 
mari  possunt ,  nullo  scopo  proposito  ad  quem  sint  accommodatae ; 
statim  enim  ac  certum  quoddam  problema  ad  aequationem  differen- 
tialem  inter  ternas  variabiles  perducit,  semper  necesse  est  charac* 
terem  assignatura  ei  convenire ,  cum  alioquin  nihii  omnino  signifi* 
caret  Talis  aequatio  nihil  significans  est  exempii  gratia 
zdao-^xdy-^ydzzizO^ 

neque  pro  z  ulla  quidera  functio  ipsarum  x  et  y  cogitari  potest 
quae  isti  aequationi  satisfaciat ;  quin  etiam  character  noster  pro 
hoc  exemplo  dat  —  or  —  y  —  « ,  quae  quantitas  cum  non  evanes« 
cat,  absurditatem  illius  aequationis  declarat. 

Scholion2. 

6.  Quo  character  inventus  facilius  ad  quosvish  oasus  oblatos 
accommodari  queat^   ex  aequatione 

rdx  +  Qdy  H-RDs  —   0 
primo  cvolvantur  sequentes  valores' 

(l^-a")=i-  ©-(|-?:=M.  0-C.i=«' 
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c^  yCfasrMter  ui«8tcr  bac  (Coatkiebitur  expttSttoiie 
LP  4-  MQ  4-  NR, 

qaae  si  eyanescat ,  aequatio  prcposita  erit  realis  ^  et  aequationem 
quandam  finitam  agnoscet ;  sin  autem.ea  ad  nihilum  non  redigatur^ 
a^quatio  proposita  erit  absurda ,  atque  de  ejus  integratione  ne  co- 
.gitandum  quidem  erit.     Ita  in  exemplo  supra  posito  erlt 

P  —  «,    Q  — :  or,     R  —  t/, 

hinc 

L  =:  —    1  ,     M  zi:  —   1  ,     N  =z  —   l  , 

unde  character  —  x  —  y  —  z  absurditatem  indicat.  Proferamus 
Tcro  etiam  exemplum  aequationis  realis 

dx  (yy  +  nyz^zz)  —  a:  (y^  nzydy  ^  xzdz  zz  0, 
in  qua  ob 

Vzizyy  -^  nyz  ^zz^  Q  — —  xy  —  nxz   et  R  iz:  —  xzl 
erit 

Liz:-~wa?,    Mzz  —  3a  —  ny    ctN  —  3^--l-  2nz , 
unde 
LP^MQ^NR 

:: —  nx (yy  -^  hyz -h  zz)^x  (y -h nz)  (3zh- wy)  — •  xz(Zy^2n:i) 
zizxl-^nyy^nnyz—nzz-f-Syz-^Snzz-^nyy-^nnyz^Syz^^nzzlpzO^ 

quare  cum  hic  character  eranescat,  aequatio  haec  difTerentialia  pro 
Teali  est  habenda*     Simili  modo  proposita  hac  aequatione 

2dx(y  -f-z)  ^dy  (x^+^  3y4-  2z)  ^  3z(a? +  f/)  —  0  ,    ob 
P  — 2y  +  2z,    Qzz:a:+3y  +  2z,    Rzzarrf-^,    fit 
14=2 — ^^1  =  1,    M  =  l  — 2=— .1,  ,ct  N.=.2 — J=l, 
Imicque 
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LP  -f-  MQ  -4-  NR  izz2i/-+-2z  —  A  —  3y*—  3»-+-x*4-j^r::0, 

unde  ista  aequatio  differentialis  erit  realis. 

Pr  0  b  1  e  m  a      2. 

7.  Proposita  aequatione  difTerentiaii  inter  temas  yarlabile$ 
o*,  t/y  z,  quae  sit  realis  ,  ejus  integrale  investigare  ,  unde  pateat, 
qualis  functio  una  earum  sit  binarum  reiiquarum. 

S  0  1  u  t  i  o. 
Sit  aequatio  difTerentialis  proposita 

in  qua  P,  Q,  R,  ejusmodi  sint  functiones  ipsarum  x^  y  tt  z^  ut 
character  realitatis  ante  inventus  satisfaciat.  Nisi  enim  ista  aequa* 
tio  esset  realis,  ridiculum  foret,  ejus  integrationem  tentare.  Suma» 
mus  ergo  hanc  aequationem  esse  realem,  atque  dabitur  relatio  inter 
ipsas  quantitates  x^  y  et  z^  aequationi  proposifae  satisfaciens ,  ad 
quam  inveniendam  perpendatur ,  si  in  aequatione  integrali  una  va- 
riabiiium,  puta  z^  constans  spectetur,  cx  ejus  differentiali  nifailo  ae* 
quaii  poslto  nasci  debere  aequationem 

Pdx  -f-  Qdy  —  0. 
Vicissim  ergo  una  variabili  puta  z  ut  constante  tractata,    integratio 
aequationis  differentialis 

Paa;    4-  Q9t/  zz   0, 

quae  duas  tantum  variabiles  continet,  perducet  ad  aequationem  10« 
tegralem  quaesitam ,  si  modo  in  quantitatem  constantem  per  in- 
tegrationem  ingressam  illa  quantitas  z-  rite  involvatur.  Ex  quo 
hanc  regulam  pro  integratione  aequationis  propositae  coUigimus. 
Consideretur  una  variabilium  puta  z  ut  constans  ,  ut  habeatur  baec 
aequatio  ?dx  -^Qdyziz  0  y    duas  tantum   variabiles  x  tt  y  impli- 
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caiw;  tnm  ejw  snmdgetnr  aeqoatio  integralis  completa»  qufte  ergo 
conrtanfem  arbitrariam  C  complectetmr.  Deiade  Iimc  eoaataaa  C 
conaideretnr  nt  functio  quaecunqne  ipsins  z^  atqne  hac  z  nnnc 
etiam  pro  Tariabili  habita^  aeqnatio  iategralis  inyenta  denuo  dilTe- 
rentietor;  ut  omnes  tres  x^  y  et  z  tanqnam  Tariabiles  tractentnrp 
et  aequatio  differentialis  resultans  comparetur  cum  proposita 

Tbi  quidem  functiones  P  et  Q  sponte  prodibunt,  at  functio  R  cum 
ea  quantitate  >  qua  elementum  dz  afficitur ,  coUata  determinabit  ra- 
tionem  ,  qua  quantitas  z  in  illam  litteram  C  ingreditur ,  sicqne  ob* 
tinebitur  aequatio  integralis  quaesita,  quae  simul  erit  completa,  cum 
semper  in  illa  litterae  C  pars  quaedam  constans  yere  arbitraria 
relinquatur  ^  cum  haec  determinatio  ex  differentiali  ipsius  C  sit 
petmda. 

C  or  ollar  ium     1. 

%.  Reducrtur  ergo  integratio  hujusmodi  aeqnationnm  difieren* 
tialium  tres  yariabiles  continentium  ad  integrationem  aequationum 
differentialium  inter  duas  tantnm  yariabiles ,  quae  ergo  quoties  li- 
cet  per  methodos  ia  superiori  libro  traditas^    est  instituenda. 

Corollarium     2. 

9.  Haec  ergo  integratio  tribus  modis  institul  potest^  prout 
primo  yel  z,  tcI  y^  tcI  x  tanquam  constans  spectatur.  Semper 
autem  necesse  est,  nt  eadem  aequatio  integralis  resultet,  mquidem 
aequatio  differentialis  fuerit  realis.  « 

Corollarium     3. 

10.  Quodsi  haec  methodus  tentetur  in  aequatione  differem 
tiali  impossibiliy    determinatio   illius  constantis  C    non  ita  succedet, 

Vol.  III.  2 
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dnt  «m  'varlafaileiB,  qoae  pn  oonstante  est  habita,  soiam  invohqtt ; 
jtqne  eiia»  ,es  hoc  criteriuoi  reaUtatia  peu  poterk« 

S  c  h  0  I  i  0  n. 

11«     Quo  baec  operatio  facilius  intelligatur ,   periculum  facia* 
mus  primo  in  aequatione  impossibili  hac 

zd  cc  ^  xdy  -^  ydz  zzz  0, 

hlc  aumta  z  pro  constante  erlt 

zdx  ^  xdy  z=z  0  ,    seu  —^  -f-  ^S^  =  0  , 

cujus  integrale  est  zlx-\^y  zizC^  existente  C  functione  ipsius  z. 
Difierentietur  ergo  haec  aequatio  sumendo  etiam  z  variabile ,  posi* 
toque  dC  zzzDdz^  ut  D  sit  etiam  functio  ipsius  z  tantum,   erit 

«|5     ^.  dy-\-dzlx=:Ddz,    seu 

zdx  -+-a?9y  +  9z(a7Za:   —  T>  x}  zz,  0  : 

deberet  ergo  esse  xlx^^Dxzz^y^  stn  JDzzilx  —  -^,  quod  est 
absurdum* 

Deinde  in  aequatlone  reafi 

2dx(y^z)  -i-dyCx^  8^*-4- 2«)  H- 9»  (a?4-y)r=:  o 

operatio  exposlta  ita  instituatur.     Sumatur  y  constans,    ut  ait 

2dxCy-^z)^dz(^x^y}zz:0,  seu  j^^-^^o,, 

cujus  integrale  est 

2  /  (a:  H-  y )  4-  /  (y  ^  X)  =:  C , 

ubi  C  etiam  y  involvat.  Sjt  ergo  dCzz:  B^y ,  et  sumto  .etiam  y 
Tariabili,    differentiatio  praebet 
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2  a«  <^ -h  «) -f.  2  3^  (y  H- «) -h  dy  (« -f- y)  4- 3»  (a? -+- y) 
=  Ddy  (a?  H- y)  (y -f- «) , 

quae    expressio  cum  forma  proposiU   colUtft  praebet  D  r=:  0 ,    id» 
coque  dC  =  0  ,    et  C  fit  constans  vera ;    ita  ut  integrale  «it 

(»  -H  yf  (y  -h  »>  =  ComL 
Hnjusmodi  igitur  exempla  aliqnot  erolyamut. 

Exemplum      1. 

12.     Htyus  aequationis  realis 

da?  (y  4-  2)  -4-  dy  C«  -|-  »)  -+-  3 »  («  +  y)  =  0 
integrdle  investigare. 

Primo  quidem  patet  hanc  aequationem  esse  realem,  cnm  sit 
Pz=y-H2,    L=:l  —  1=0, 
Q=i:a;-hz,   M=   1   —  1  =  0, 
Rzz:a7-}-y,N=l  —  1  =  0, 

swnatur  igltur  z  constans,    et  aequatio  prodibit 

aa?(i/-f-z)-i-.ay(apH-2)=0,  seu  ;j|p;-+-3i^=;  0  , 
cujus  integrale  est 

Z  (OJ  -H  a)  -f-  /  (y  -H  «)  =  ^  •  »• 
Statuatur  ergo 

(a?  -1-  a)  (y  1=  a)  =  Z, 
ubi  natura  functionis.Z  ex  difTesentiatione  debet  oruL     Fitr  autem 

3^7  iy  -t-«)-f-  3sp(«  -fr»)  -1-^  Cfl»  -f-  y  -+•  22>r=  ^Z, 
a   qua    «i    propoaita    auferatuv,    relHiquitur'   3  zdtz  =  dZ;    hia« 
Z  =  ^  4<  C  ,    ita  ut  aecpKktio  iatffgnalir  coMplttia-  ait 
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(a:-f-«)C^ 4- «)  =  «;-+-€,  $ett  xy  -^xz^^-yzzzC; 
quae  qoidem  ex  ipsa  proposita 

ydx  4-  zdx  -f. xdy^z  'dy  ^  x^z-^ydz  zn  0  , 
facile  elicitur^  cum  bina  membra  juncta  sit  integrabilia. 

Exemplnm     2. 

19.     Ne^us  dijfferentiaUs  aequatiords  realis 

dx  iay  —  bz)  -^dy  icz  —  aa?)  -f-  dz  (bx  —  q/)ziiO 
aequationem  integralem  completa:tn  invenire. 

Realita8  hujus  aequationis  ita  ostenditur.     Cum  sit 

P  =  ay  —  6»,    erit  L  —  2  i? , 
Q  zzz  c  z  ^  axj  M  z:z  2  b  ^ 

IBi  zzz  bx  ^  cy  ^  N=:2a^ 

hincque   manifesto   LP  +  MQ-|^NR=:0«     Jam   tumatur  z  con- 
stant ;    ut  habeatur 

sUtuatnr  crgo  Jf~^|  =  Z ,    et  diflTerentiatio  praebet 

a9x(ay  —  b%)^ady{c%^  ax^^adzChx^ey) -v^ 

cx  cujus  comparatione  cum  proposita  fit  dZ:=z  0  et  Z^C»  ita  ut 
aequatio  integralis  completa  sit 

ti—ll=^^»   ^^  <^y:i-nax=zCb^nc)z. 

Qttodsi  aeqoatio  integralis  ponatur 

Aa?^-By-4-Cz=;0, 
hae  constantes  ita  debent  esse  comparatae,    ut  sit 

A  c  -H  B  d  -t-  C  a  s=  0  , 

sioque  constans  arbitraria  concinniiis  iadttcitnr. 
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C  orollar  inm. 

14.     Haec   ergo    aeqaatio    integrabilis    redditur^   ai  diiadaiiir 
per  iez^^  ax)^j   atque  ob  eandein  rationem  etiam  hi  diTiaorca 

idem   praestant.     Ti   enim  integralis    hi  diyisores   constantem    inter 
8C  tenent  rationem.     Namque  A  |^~^^ir:n,    erit 

te— -cif   _    — h  —  11C  ^    h»  —  ey   —5  —  ne 

cs  —  ox   ^^  a  '  aj^  —  c»   ^^         o  a 

Exemplnm     3. 
d  5.     muus  aequatlonis  differentiaUs  realis 

aequationem  integralem  investigarcm 

Realitaa  hujua  aequationis  inde  patet,    quod  ait 

Ifzzzyy-^yz-^zz^  hincque   Lzi:  2z-Ha?— a?— 2^~  2(«  — y), 

Q  =  aan-  xz-hxx,  M  zz:  2a?-+-y— y — 2^5  r=  2  (x  —  z>, 

R=:ara?-Ha:y-i-yy,  N=;  2yH-a— s— 2a:i=:  2(y  —  or), 

unde  fit 

IJ»H-MQ-hNR=:2(z^-y3)-h2(a?^~2^>-H2(y^~a:3)iz:o. 

Ad  integrale  ergo  inveatigandum  aumatur  z  constana ,    eritque 

9» j 33^  ^  Q 

x«-+-«»-H»»    •^  yy-+-^»H-»»  *^     ^ 
cujua  integraie  cst 

jf^  Ang.  tang.  .-^ -4- ,-^  Ang.  tang.  ;^  =  f :  *  , 
quae  per  coUectionem  faomm  angulorum  abit  in 

gy-^Ang,tang,J^^^^^^l.^^^f;g. 
Statnatur  ergo  gfJ^^^^^X^cy  —  ^  ^   haecquc  aequatio  differeii- 
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tietur  snmtis  omnibus  tribua  ^fp^  y  et  a  ytnabilibus  f  ao  prodibit 

ctim  jgitur  ex  aeqtifttione"  proposita  ait  •       *      •    -  \ 

erit  facta  substitutione 

""  (jazz-^xz-i-yz  —  aB>)"  ""^  —  C/    , 

seu 

—  fl9g  (3Meg+-  argg  -^yyz-^yzz  ^xxy  '•{^ xyy -■h Zxyz) .  -sy 

(agg -t-jca  +  ^— *j)*  —  C/     >' 

quae  in  hanc  formam  reducilur 

—  a^g  (x-hy  +  z)  (xjy  +-yg-f->g)  -v« 

(2ggH-j6»-+-jy;6— *>)»  ^^9 

ac>+-«g-t->g^        ^^>    ^^"      ZZ     5cjyH-«g-4-jyg 

Necesse  ergo  est  ut  etiam  ^'^g^tlfy^'^  ®^'  functio  ipsiua  z  tantum, 
qjxac  voccturD,  nt  sit— ||zr^.  Verum  ex  sola  forma 
fuoctionis  Z  negotium  confici  oportet;  quod  ita  expedirt  potest. 
Cum  sit 

2  —       gy-hxgH-yg  -j    4  ^  Z  flgg-4-axg-Hfl^g 

flgg  -H  xg  -4-  ^g  —  xy  *  "**^       "^  flgg -I-  *g  -i-yz^xy  » 

hinc  ^^^J^  m  ^^1^7^^^«  »  ^HJ^s  vaioris  ope  quantitatcs  ar  et  y 
ex  aequatione  difibrentiali  cllduntur ,    fitque 

az  —  3^      fl  (x+-y+-g)  ,  ^^       1-4-z-.    ^   .^ 

— 9z     9«  — az     ,      dZ 

ZC1-4-Z)  —    «.  —      a      •+•  I+-Z» 

ct  integrando  Izzzil  —-  -f-  /o. 

Ergo  i±:^  =1  ±    et  Z  =  j:^., 
ita  ut  aequatio  integralis  qpaesita.  ait 
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^       >»^«»4>»«- 


quae  simplicissima  forma  statim  oolljgititr  tx  aeguatioM 

Corollarium. 

16«     Cum  aequationis  propositae  integraile  couipletmB  ak 
aryH-a?z-*-^iz:(a?-f-yH-z)  seu  5^±^±25  ~  Const 
ex    Iiujus    differentiatione    etiam    ipsa    aequatio    proposita    resultare 
deprehenditur.       Unde    patet   Aequationm    propositam    integrabilem 
reddip    sl  dividatur  per 

(a:  -f-  y  -j-  z)\    vcl  etiam  per  Cay  ^xz^  yzf. 

SchoIioiL 

i7.  £x  hoc  exemplo  intelligitur,  determinationett  iimetioma 
per  integrationem  illatae  interdum  haud  exiguis  difficultatibua  tSBit 
obnoxiam ;  siquidem  hic  functionem  Z  non  sine  ambagibus  elicui» 
mus.  Yerum  et  hic  ista  inTcstigatio  multo  faciliug  iastitQi  potuisr 
•et;   statim  enim  atque  inyenimus 

ay-4-«g-f-y» —   2   f  •  « 

hanc    ipsam   expressionem   concinniorem  reddere    licuisset.     Ifempe 
cum  sit 

^  ^^  z  —  «^-i.»«H-5;  >   weoque 

yjy+ceg.^rg  a^g    .—  /►], 

«-Hj^  +  a       1-+-Z    *  •  »• 

Relicta  ergo  functione  Z  statim  ponatur 


«> 


et  sumtis  diflTerentialibus  per  se  liquebit  >   fieri  dS  r:  0  ^    ideoque 
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SzzConst  Adhue  faciUnt  boc  problenu  retoiT^,  ti  etiMi  •nm* 
to  y  consteiite  ejns  integrale  qnaeratnr,  tnm  «nim  «inuli  nodo  per- 
▼eaitur  ad  hnjnsmodi  aequationem 

«-HyH-«.  *    — .  i.jr, 

quare  cnm  haee  ezpressio  aeqae  esse  det>eat  fimctio  ipstnt  z  atque 
ipsios  yt  necesse  est^  ut  ea  sit  coastans;  eritque  propterea  aequa- 
tio  iategralis  completa 

«^  4-  a?»  -»-  y«  n:  «  (a?  -4-^4.»). 

£xemplnm     4. 
18.     Hi^us  aequaiionis  diJirentiaUs  rtalis 


dxCxx  —  yy-^zz)^zzdy  ^  zbz^y  —  x)  -h^  (^  —  ««)=:  0 
aeguaiionem  inltegrdUm  eompletam  investigare, 

Realitas  hnjus  aeqnationis  ita  ostenditur. 
Ob  P  =  a;a?  —  ^^  -»-  as  >  crit    L  =  —  3«  —  ^ 

R  =  a(y  — a?)-4-^^-.a?a0,  N  =  — 2^; 
unde  calculo  subducto  formula  LP  -f-  MQ  -f-  NR  eranescit 

Sumamus  jam  z  eonstans ,    et  habebimus  hanc  aequatlonem 
dx  («a?  —  yy  4-  az)   —  z^dy  =z  0  , 
CHJU8  qaidem   integratio  non  constaret,   nisi  perspiceremus   ci  satis- 
facere  particularUer  y  z=z  jc.     Hmc   autem  ponendo  y  =  a?-f-^, 
iategrale  eompletum  eruere  poterimns ;   fit  enim 

hmcaiie    dv  —  2?*;  —  3x, 
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- —  XX 

quae    pci    e  ^^     multiplicata   praebet  integrale 

X  X  XX 


XX 


ubi    quidem  notanclum  e«t  in  integratione   formulae  ft^^     dx   quan- 

titatem  z  ut  conitantem   tractari,   csseque   i;  ~  —  —  :    ita   ut  sit 

y  —  X 


XX 


Te  *»    dxz= hZ. 

•^  y  —  X 

Quodsi  jam   hanc    aequationem    diflerentiarc    velimus    sumta    etiam  -^ 

— "** 

variabili,   difficultas  hic  ocqurrit,   quomodo   quantitas   /'e'^»     ^x  dif- 

fcrentialc    cx    variabilitate    ipsius   s    oriundum    definiri    debeat.  Hic 

ex    principiis    repeti    debet,     si    fuerit    5  V  zz:  S  d  a? -f- T  5  3,  fore 

(|^)  — (|-^),   ideoquc   si  z   constans  sumatur,  T  — y  9  a?  (||).  Jam 
nostro   casu  est 

X  X  XX 

Snzesjs      et   V~y*e««    ^x^    sumta  s  constante; 
quare   cum   sit 

XX 

Quocirca  quantitatis  Je  ^^    dx  differentiale   plenum  «x  Tanabilitate 
utriusque  a?   et  s  oriundum   cst 

—  X^  XX 

XX 

e^^   zz 

cui    aequari  debet  alterius  partis hZ  differentiale,     quod  cit 

y  —  X 

roi.  iii.  3 
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'XX 


Turbat   yero    adhuc    fi^rmula^  integralis   fe^»    xxdx^    iii    qoo    n 

pro  constante  habetur  :  reduci  autcra  potest  ad'  prLorera  J ^  ^^    dx^ 
ii  ponatur 

—  XX  ~^JL  — y  X- 

fe~%%    X x^x  ~  A  €»2    X  ^  B  fe  zz    ^ x^ 

prodlt  enira  sola  x  pro   variabili    habka,    dlflercntiando 
X  X  d  X  zzz,  Ad  X  —  - — ^^  —  -(-  B  c)  j^* ;.  crga 
A— —  |zz,   et  Bz=:  —  A—^zz, 

ita  ut  sit 

XX  XX  XX- 

fezz    X  xd  X  ~  —  2.^^*    X  zz-\-  \z  zfe  «»"  D;r: 
<iuare  ciira  sit 

XX 

•"""  X  X  £     <&  2*     ^  3 

fezz    ^pczzL hZ,    erit 

y  —  X 

—  X» 

—XX  n"*_f?  ^  **  '^^ 

fe  z%   xxdxzzz—ie  zz    xzz-\ \-l7^zz^ 

Facta   ergo  substitutione  haec  orictur  acquatia  ditrereniiiUis 


~^     -  r^  xdz     I     zdz\     ,     TLdz       , 


—  XX 

--_^        f2%dz         z'zdy  zzd  X  o  xdx        ^  xx^z^  ^  rj 

quae   iransit  in   hanc   formanv 

—  XX 

seu 

XX 


e  z  z  ^  \     .  > 

;^ ,alc)-3?  (i/t/-xx^zzy-^  zzd!/-zdz(t/^x)—J(i/t/^xx)  ]zi^-"^—. 

(y. —  a?)  »  » 
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qua  cum   proposita  collata  cv'dcns  est  ^    csse  deberc 
sDZ    —    Zdz  mO    seu     Z  zn  ns; 

ita   ut    acquationis   propositae   intcgrale   completura    eit 

XX 

XX 

•iquidem  in  integrali  fe  »»~  d  ^  quantUas  x  pro  constantc  h*- 
bcatun 

C  or  0  11  a  r  i  u  m. 
!9.     Aequatio   ergo  proposita   intcgrabilis  redditur,   si  multipli^ 

XX 

cctur  per  7~~-ra  ^  ^^  ;  ac  lum  intcgrale  est  ipsa  aequatio, 
quam   invenimus. 

S  c4i  o  I  i  o  n       f. 

20.     Excmplum   hoc    imprimis   cst   notatu  dignum,  qnod  in   cjos 
«olutione  quaedam  aliificia  sunt  in  subsidium  vocata,  -^iuibus   in   prae* 

XX 

ecdentibus  non  crat  opus.  Per  formulam  autem  Se  **  7i  x  inte*- 
grale  non  salis  detenninaium  vldelur.  Cum  cnim  in  ea  z  constanspona* 
lur,   constans  per   ititcgrat.ioncm  introduccnda  per  nz  non  definiiur,  ii- 

XX 

quidem  lex  non  praescribitur,  sccundum  quam  inicgrale  j  e  ^^  d  !t 
capi  opcrteat ,  utrum  ita  ut  evancscat  facto  .r  ~  0  ,  an  alio  quo- 
conque   modo  ?      Dubium   autcm   hoc   diluctur,    si   aequalionem   invcn- 

tam  per  z  dividamus ,  ut  formula  IntegraHs  sit  fe^^  "^  ;  ubi  cum 
—  sit  3.  ,  cv.dens  cst  ca  exprimi  functioncm  quandam  ipsius  -; 
ttc    si   ponatur  —  ~/^,    foic  ac(|uaticnem   nostram  integralem 


fe—PPdp  H-  Cunst.  z=  e—ff  -•— 
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ncque  hic  amplius  condiiio  illa  ,  qua  in  formnla  intcgrali  quantita^ 
z  pro  constante  sit  habenda ,  locum  habet  ,  sed  integrale  pcrindt: 
determinatur ,.  ac  si  acquatio  diias  tantura  variabiles  contineret- 
Hanc    circumstantiam   si   perpendissemus,   plenum   diflerentiale   formu-^ 

lae  /c  ^^  d  cv  y  ex  variabilitate  utriusque  x  ct  z  nullam  difBculta- 
tem   pcperissct.      Postquara   enim   pervemmus   ad   aequationera 

—  XX  ' — XX 

eam^  ita   repraesentemus 

ubi  cum  in  form.ulam  integralem  etiam  variabilitas  ipsius  z  sit  m- 
ducta ,  si  ea  diflerentietur  sumtis  omnibus  x  y  y  et  z  vaTiabilibui? 
orictur 

e  «^    {-z—-^z)-e  ^^  (3r-ri  ^   (y  -x)"'  -  «(jy  -  x)  -^'  zz(y~-ix))  -^  ol. 
seu 

quae  reducitur  ad  hanc  formara^ 

—  XX 

. .  \dx(yy—xx--zz)  -^-zzdy—zdzCy^x)^-^  iyy—ocxy\  -dZ; 

z(y  -a:)  "• 

unde  patet  esse  debere-  c>Z  =:  0  et  Z  =  Const.  sicque  elicitur  ae- 
quatio  integralis  ante  inventa.. 

S  c  h  0  1 1  o  n      2. 

21.  Idem  integrale  prodiisset ,.  si  loco  z  altera  reliquarum 
X  vel'  y  pro  constame  fuisset  assumia.;  ubi  in  gcncre  notari  con- 
v?6nit ,  '  si>  hujusraodi   aequationera 
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snmta  z  constante  tractare  licuerit^  etiam  resolutionem,  quaecuiH|M 
trium  variabilium  pro  constante  assumatur,  succedere  debere,  ctiam- 
si  id  quandoque  minus  perspiciatur.  Ita  in  aequatione  proposita  si 
j/   pro   constante   habeatur,    rcsolvenda   erit  haec  aequatio 

dx  ixx  -^  zz-^  yy)  —  zdz  (x— j/)  —  ~  ^xx  --^yy^^z  0 , 

quae    pcr  z  rauliipricata   cum   in  hanc  formam:  abeat 

(^zdx  —  xdz)  (xx  -^zz  —  yy)  h-  yzz^z  —  0  , 

facile   patet,  eam  simpliciorem  rcddi  ponendo  x—pZy  tam  enim;  ob 

z^  X   —  xd  z  zzi.  zzd p 
prodibit 

dp  (ppzz  -\^  zz   —   yy)  +  ydz  =r  0  ; 
sit   porro  z—  qy  y    fietque 

dp  (ppqq   -h  qq    —    n  -h  dq  =:    0  , 
cui   cum  satisfaciat  qr  m  ^  ,  statuatur  7  zz:  -^-  -f-  —  ,  habebiturquc: 

dp  {2ppr  ^p^  -i-  2r-hp)  —  pdr  z=z  0  ,    vel 

quac   multiplicatff  per  A*~*'^  ct  integrata  dat 

n  —  •'  n 


i-   -+■  - 


PP  P 

nnde  e^PP  (^^   ^  ±)  ^  ^  /e-PPdp, 

Cunr  nunc  sit 

^  %  r  y  m.    xy        *       * 
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Unde   aequatio   noslra   inlcgralis   erit 

rujus  diflercnliale  ,    si   eiiam  y  pro   varinbili   Iiabcatur ,    cum  -acqi»- 
tionc  proposita   comparalum  ,  dabit  ut  antc   t:y—Qonsi. 

Cacterum  cum  in  liis  exemplis  variabilcs  x^  f/,  z  ubique  ciui- 
dem  dimensionem  numerum  impleant ,  mcthedusn  getieralcm  hujus- 
modi  .acqualiones   tractandi  exponam. 

P  r  o  b  1  e  m  a      3^ 

22.      Si   in   -acquatione   difTcrcntiaU 

P  3  T  +  Q  a  y  -f-  R  ^  5  rz:  0 
functiones   P,   Q,   R   fuerint  homogcneae   ipsarum   rr,  y  cl  z  ejuid«m 
numeri   dimcnslonum  ;     ejus    intcijiationcm ,     si   quidcm    fuerit  re^Iis, 
invc€ii^arc» 

S  ol  u  tl  o. 

Sit    n    nuraerus    dimcnsionum  ,    quns  ternae    var!b'les    a?,  y    ct 

s  in   functionibus    P,   Q,    R    eonfitituunt ;  ac    posito    x  -^zz  p  z    et 
y  —   r/  c ,    fict 

P   =   c^  S ,   Q   =z   :;^  T    ct    R  =  c^  V, 

ita   ut  jam    S,   T,   V,    fntnrac   sint   funciioncs  binarti  n   tantum    varia- 
biliuin  p   ct    f/.      C.Lnn  .jam    sit 

bx   —  /^c)::.  +   -c)/?   ct  ^^y  —  qliz   -h  s^^, 
acquatio   nostra   hanc   inlJnci   formtim 

3s(/;S  4-r/T.-f-  V)-^-.  "izDp  ^Tz^(jz=.  0,     seu 

Bz  sdp  ^  rd.]     Q 

V    "*'■*  p5  -^"<2t'-h  V    — 
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€APUT     Ji  23 

^ptae  aeqnatio  realis  esse  ncqnU ,  nisi  fonnula  diflTerentialis  binas 
▼ariabile»  p  ct  q  involvens  -g-\^  t-+-v  P^^  ^®  fucrit  integrabilts ; 
quod   cvenict  si   iuerit 

Qfuotles*  crgo  hic  cRarnctcr  locum  Jiabcty  nostra  aequatio  erii  rea- 
Us »     cjusquc   intcgralq    erit 

'-  -+-  /|li±^  =  eonst. 
tibi    tantura    opus    est ,    ut    loco    littcrarum   p    et    q    valores    assumli 

"    ct   -^  rcstituantur*. 

Co  r  o  ri  a  r  i  u  ra      1. 

23«      Ita  Inr  nostro   primo  excmplo   (§.    1 2\)   cum.  sit 

P=:t/H-3,     (2  —  X    -i-  z  y    R=:a:  +  y,     ctit 
S  =1  <7  -h   1 ,     T  =    p  4-  i  ,    Y  z=z  p   -h  </    ct 

evjua  integrale   cst 

Iz  -^  l  Kpq  -^  p  ^  q)  —  ll  (X7J  -^  az  h  j/z)  —  C  ,.   seu 
xy  -^  ors  -^  y  :5  —  C. 

C  o  r  o  I  la  r  i  u  m      2; 

24.      In  secun<lo   excmplo   (J,    13.)   est 

P  3Z  aj/ — bzj   Q  —  cs — aa:,   R  z:i:  bx  —cy  y   fcin« 
S  zn  aq  —  6 ,   T  zz:  c  —  ap  ^  N  zzz  bp  ~-  cq. 

hincque  * 
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U  C  A  P  U  T     L 

et  integrando 

c  —  af  c  z  —  a  X 

C  0  r  o  1 1  a  r  i  u  m      3 . 

2  5.      In   tcrtio   exemplo   (^.    14.)   fit 

S  —  ,77  -+^  -+-  1 ,  T  —  /jp  H-  />  4-  1 ,  et  Y  —pp  -i-pq  4-  y^, 
hincque 

^»  ^p  (^l  "f-  q  H-  0  -f-  3?  'f>P  ->-  f>  "4-  0      Q 

«       i       f p^  -H  |)<2.i  -+-  f^  •+-  3f ^  -f-  <^,2  -r-  j>  H-  <j  ' 

qui    denominalor    est    zz:  (p  +7  +  1)  {pq  -H/^  +  7)  ,     undc    haec 

fractio   resolvitur  .in   iias   duas 

—  dp  —  dq        ,       dp  (^  -4^   1)  H-  ^^  (f)  -h  0  . 
t  -¥-  q  -^  i  n  H-  >  H-  9  • 

cx   quo   integrale   a   logarithmis   ad  numeros  perductum   oritur 

z  {fq  -f-  p  -h  ^)    a>  "4-  xg  ^  yz    „    p 

f  -h  <!  -I-.  I  «-+->-!-« 

C  o  r  0  U  ar  i  um      4. 
26.      In   exeraplo   quarto    (§.    18.)   fit 

.S—pp—fiq^  1,   T==:~l,  V:=qf  ^p^p^qq  ^ppi^ 
kiucque 

Bz     ^     dp  (pfy  —  qq  -^  j)  —  Bq     ^ 

idcoque 

dq    —    dp    (pp  —    qq   4-   i). 

Cum    crgo   satisfaciat   q  zzzp^   ponatur   7  — />  +  '  >  ^^^ 
r)/'    —    2prcp   zzz   dp  i    ^t   integrando 
e-fP   r   ziz    fc—P^   dp   —    e—PP  ..     -  '  -  , 

iia   tit   intrgralc   sit 

—  XX  —XX 

e~^^'  .       '-    —  /<j  ^^  c)   .    *    +   ConM. 
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27*  Cnm  igitnr  ftequationei  differentiateii  tres  ▼ariabUet  in« 
Tolrentea  nullam  habeant  difficultatem  sibi  propriam^  quoniam  ea* 
mm  reaolutiOy  iiqnidem  faierint  reales,  semper  ad  aeqnationea  diffc* 
rentialea  dnarma  rariaUlinm  rednci  potest ;  hoc  argnmentuiti  fuaiaa 
non  prosequor.  Quod  etiim  ad  ejnamodi  aequationes  differentialei 
trium  ▼ariabilium  attinet)  in  quibua  ipsa  dtffbrentialia  ad  jplures  H^ 
iaensiones  ascendunt,    reluti  est     ^ 

de  iis  generatim  tenendum  est,  nisi  per  radicis  extractionem  ad 
formam 

Pa«4-Q9y-f-R3«i=:o, 

redaci  queam,  eas  semper  «sse  absurdas.  Qubmodocunque  tnbk 
aequatio  integralis  esset  cdmparata ,  ex  ea  ralor  ipsius  z  ita  det- 
niri  posset,  ut  z  aequetur  functioni  binarum  Tariabilium  x  tt  y^ 
unde  foret  dzznpdx-^  qdyi  neque  hae  Tariabiles  ±  et  j/  ullo 
modo  a  se  penderent.  Hic  ergo  Tslor  pd^  +  ^dy  looo  d^  in 
aequatione  differentiali  subsdtutus ,  ita  ^tibfacere  deberet^  ut  omncAi 
tehnini  se  mutuo  destruerent,  quod  autem  fieri  non  posset^  si  ek 
aequationis  resolutione  dz  ita  definiretur^  ut  differ^ntiaiia  dx  et  d|^ 
signis  radicalibus  essent  inToluta.  fiinc  aequatio  illa  excmpli  loeo 
sllata  »  cum  per  resolutionem  det 

reafis  esse  nequit,  nisi  radiz  eKtnalii  qveftt^  Itoe  eflt  nbi  I|>8a  aequa* 
tio  ia  factores  formae 

r«£BotTi  pftssit     Atqtac  Wiamsi  hoc  eteniat,  et  hi  factoret  hihito  a«- 
qualea  •tatuantur,  tameil  aequaitio  non  erit  realii,  nisi  eriteri»»  lu- 
pra  traditnm  Xwsom  habeat     Sz  1m  pertpicuuita  M,    Ae  ejutmodi 
Yol.  III.  4 
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26  ^APVT     h 

cfuidem    aeqnationest   qoae   quatiior   plfireiTe    fariabilea  inTolTant^ 
|JiiM  ^c«Uati$  haberc« 

Problema     4« 

2B.  Si  V  sit  fuiictio  quaecunque  binarmn  Tariabilinm  x  tt  y^ 
m  formula  autem  integrali  /Ndx  quantitas  y  pra  constante  ait  faa* 
bha,  definire  bujus  fovmae  /Ydx  difierentiale »  si  praeter  x  etiam 
y  Tariabilis  assumatur. 

S  o }u ti  o. 

Ponatur  ista  formula  integralis  yTda?  zi:  Z  ,  eritque  Z  utique 
functio  ambaram  variabilium  x  et  y^  etiauisi  in  ipsa  intcgratione  y 
pro  constante  habeatur.  Evidens  autem  est,  si  Ticisaim  in  differen* 
tiatjone  y  constans  sumatiir,  fore  dZz=iV^27.  Quare  si  ctiam  y 
Tariabilis  statualur ,  difierentiale  ipsius  Z  —/Ydx  hujusmodi  ha^» 
bebit  formam 

3Z  z=  Ydx  -4-  Qdy, 
et  quaestio  huc  redit,  ut  ista  quantitas  Q  determinetur.  Quia  au» 
tem  forma  Ydx^Q^y  est  verum  differentiale ,  necesse  est  sit 
(|I)  =  (|^);  bincque  dx  (^^j)  =z  dx0.  At  dx  (^)  est  diffc^ 
rentiale  ipsius  Q  i  si  ^  pro  constante  habeatur ;  unde  Q  reperietur 
ai  formula  dx.(^-)  ita  integretur,  ut  y  tanquam  consians  tractetur, 
seu  erit  Qzn/dx  (^^^).  Quocirca  formulae  Z=/V^x  diffcrcn- 
tialc  ex  variabilitate  utriusque  o?  et  ^  oriundum  erit 

dZ=:Ydx^dy./dx(l^}. 

C  or  o  Ilarium     1* 

29*  Quoniam  Y  est  functio  ipsarum  x  tX  y  ^  ai  ponatnr 
^y  =:  Rdx  ^  Sdy ,    erit  S  =  (|~)  ;    unde  fit . 

dZ  =  d  .  /Ydx  ==  Ydx  -+•  dy/Sdx, 
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CAPUT     I.  27 

seilicet  m  femulae  fSdx  integratione,    perinde  ae  farmnlte  /Vd^ 
aola  quaatitaa  x  pro  yariabili  est  babenda. 

Corotiarium     i. 

30.  Sf  y  fuerit  functio  homogenea  ipsarum  x  ti  ^  eitatt 
numero  dimenaionum  r=  n ,  posito  dV  iziRda:  ^-  Sdy,  erit 
Ra?  -f-  Sy  =:  nV  ,    ideoque  S  z=:  j  —  y  ,    hinc 

At  ob  y  constans  e^t  Rd  x  —  5  V ,    hinc 

fRxdx  —  fxdY  r=z  Y  X   —  fVdx,    ideoque 
/Sda:  =  »^-^/Vda;   -   ^^    et 

dZ=.d.fydxz=Ydx^^^+^^^^^ 

C  orol  la  r  iu  m      3. 

31«  Idem  facilius  inrenitur  ex  consideratione  quod  functio 
l^zr/Vdo;  futma  $it  homogenea  n-4*l  dimensionum,  quare  poftto 
dZ  z=z  Ydx  4-  QBy,  erit  Yx  ^  Qy  z=z  (n  +  l)Z;  idcoqttt 
Q  =   ^    ^  ^ -y  •    ttt  ante, 

S  c  h  oiion. 

32.  Problemate  jam  ante ,  et  in  praecedente  quidcm  libro, 
aum  usus  ,  neque  tamen  abs  re  fore  putavi  ^  si  id  data  opera  hic 
tractarem,  quandoquidem  hic  liber  in  functionibus  binarura  plurium* 
re  variabilium  occupatur.  Praecipuum  autem  negotium  non  in 
ejusmodi  aequationibus  differentialibus,  qualcs  in  hoc  capite  integrare 
docui ,  versatur ,  quod  quidem  brevi  esset  absolum  ,  sed  cum  diffe* 
rentiatio  functionis  binarum  variabilium  x  et  y  duplices  formulas 
(l^)  et  (l^)  suppeditet^  existeute  V  hujusmodi  functrone,  hoo  loco 
cjusmodi  quaesliones  potisslmum  contemplabimur,  quibua  talis  funotio 
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28  CAPUT     I. 

V  ex  dftta  quacimque  relatione  hanim  duanim  formulanim  (^-^)  et 
(l^)  est  difinienda.  Relatio  autem  haec  per  aequationem  inter 
istas  formulas  et  binas  Tariabiles  at  et  y,  quam  etiam  ipsa  funciio 
quaesita  Y  ingredi  potest ,  exprimitur  ,  ex  cujus  aequationis  indole 
diTisio  trabtationis  erit  peteada.  Problema  seiUcet  generale,  in  quo 
solvendo  ista  sectio  est  occupata,  ita  se  hahet,  ut  ea  hinarum  va- 
riabilium  x  tt  y  functio  Y  invenialur,  qiiae  satisfl^ciat  aequatioiii 
cuicunque  inter  quantitates  a?^  y,  V,  (|^  et  (|^)  propositae. 
Quodsi  in  hanc  aequationem  altera  tantum  binarum  formularum  dif* 
ferentialium  (|^  vel  (g^)  ingrediatur,  resolutio  non  est  difficilis, 
atque  ad  casum  aequationum  diiTerentialium  duas  tantum  Yariabiles 
involventium  reducitur ;  quando  autem  ambae  istae  formulae  in  ae* 
quatione  proposita  insunt ,  quaestio  multo  magis  est  ardua  ac  sae* 
penumero  ne  resolvi  quidem  potest,  etiamsi  resolutio  aequationum 
differentialium  duas  tantum  yariabiles  complectentium  admittatur:  in 
boc  enim  negotio  »  quoties  resolutionem  ad  integrauonem  aequatio- 
Mm  differentialium  mter  duas  variabiles  reducere  iicet,  problemt 
prp  resoluto  erit  habendum.  Cum  igitur  ex  aequatione  propositi^ 
formula  (g^)  aequetur  fimctioni  utcunque  ex  quantitatibus  a?,  y,  V  et  (gj) 
conflatae,  ex  indole  hujus  functionis,  prout  fheric  simpUciori  et  vel 
solam  formulam  (3^9  vel  praeter  eam  unicam  ex  reUquis »  vel 
etiam  binas,  vel  adeo  pmnes  comprehendat,  tractationem  sequentem 
distribuemus»  Hoc  enim  ordine  servato  facilUme  apparebiti  quan« 
tum  adhuc  praestare  Uceat,  et  quantum  adbue  desideretur.  Fraeter* 
4a  vero  nannuUa  subsidia  circa  transformationem  binarum  formvtla* 
rum  diflrereotialium  a4  aUas  variabUea  exponenda  occurrent* 

Divisio    h^jttS    S^oUonis. 

*     Q90  partes ,  quas  in  hac  seetione  pertraetari  eonveoiet ,    cla* 
xiui  eonipectw  expooMttnr,  ^uoniiua  hfte  QuiMK^tiones  curca  iunctionm 
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binarum  Tariftbilium  Tcrsantar,  aint  x  et  y  binae  variabiles^  et  z 
carum  fnnctia  et  data  quadam  differentialium  relatione  definienda^ 
ita  ut  aequatio  finita  inter  x^  y  et  z  requiratur.  Ponamus  autem 
dz  zzz  pdx -^  qdy  ^  ita  ut  sit  recepto  signandi  modo  p  —  {^)  et 
q  z=z  (^)  y   atque  ideo  p  tt  q  sint  formulae  difiTerentiales ,    quae  in 

relationem    propofitain    ingredi^ntiin     \n    ge^er^    ergo    relAt^o    if^ 

erit  aequatio   quaecunque   inter   quantitates  /?,  q^  Xy  y   tt  z  propo- 

•itai  atque  baec  sectio  perfecte  absolveretur,  si  methodus  constareti 

ex  data  aequatione  quacunque  inter  has  quantitates  p^  q^  X»  y  et  z 

eruendi  aequationem  inter  x^  y  tt  z\    quod    autem  cum  in  genere 

ne  pro  functionibus  quidem  unicae  variabiiis  praestari  possit,  multo 

minus  hic  est  expectandum,  ex  quo  eos  casus  tantum  evolvi  conve* 

siiet  y    qui  resolutionem  admittant.     Primo  autem    resolutio  succedit, 

si   in   aequatione    proposita  altera   formularum   dififbrentialium  p  vol 

q  plane  desit «    ita  ut  aequatio  vel  inter  p,  x^  y  tt  z  vel  ^nter  ^ 

^9  y  €t  z  proponatur.     Deinde  aequationeSy   quae  solas  binas  for* 

mulas    differentiales   p   tt   q   continenty    ita  ut   altera   debeat   esse 

functio   quaecuuque    alterius^    commode  resolvere  licet.     Tum  igitur 

sequentur  aequationes ,  quae  praeter  p  tt  q  unicam  quantitatem  fini* 

tarum  :r  vel  y  vel  z  complectantury  ex  quo  genere  eujusmodi  casos 

reaoivi  queant  videamus.     Ordo  porro  postulati  ut  ad  aequationes, 

qnae   praeter    binas    formulas    difiTerentiales   p    tt  q    insuper    binas 

quantitatum  finitarum ,    vel  x  et  y^  vel  x  et  z^  vel  y  et  z^  iaroU 

▼unt  y  progrcdiamur ;   ac  denique  de  resolutione  aequationum   omnes 

litteras  p^  q^  z^  y  tt  z  implicantium^  agemusi  subsidia  transforma-^ 

tionit  deincejpa  exposituri. 


»w"«pwtiP""P*fprw?'^ 
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■   ■  ■  ''  •  D  E' 

RESOLtJTIONE    AEQUATTONUM    QUIBUS    ALTERA   FOftMULA 
DIFFERENtIALIS  P£R  QUANTITATES  FINITAS 
UTCUx\QUE   DATUR. 

Problema      4« 

33. 
InT^i^tigare    indolem    functionis    z   biftarum   yariabiHutfi    »  nt  y  ^    at 
formula  differentialis  (^^zrzp  sit  quantitas  constans  rzia» 

:S  0 1  u  1 1  0. 

.  i  Posito  ^Tgo /^z  :rz  p^sc,  ^  qdy  9  ^ea  functionis  z  indoles  qnae* 
rkur,  ut  sijt  pzna^  seu  dzzma^-^qdy:  ad  quam  inrenieqdam 
sumatur  y  pro  constante,  erit  ^zziadx^  et  integrando  zzzax^Contis 
ttbi  notari  oportet  faanc  constantem  utcunque  involvere  posse  quan* 
(itatem  y..  Quare  ut  solut^onem  generalem  exhibeamus  ,  erit 
z  nz  aa?  -4-  f :  y  ,  denotante  f :  y  fiuiictioixem  quamcunque  ipsius  y^ 
quae  per  se  nullo  modo  determinatur  ,  sed  penitus  .ab  arbitrio  no- 
stro  pendet.  Quod  etiam  differentiatio  vicissim^  declarat ;  si  enim 
hujus   functionis   f:y  differentiale  per  dy{^:y  indlcemus,  erit  utique 

dz  —  adx  +  dyf:y\ 
ideoqtse    (^)  n:  a ,    proi-sus  uti   qmi6stto^'postulat ;    unde   patet  hoc 
easu  alteram    formulam    differentialem  (f  zzz  (||) ,    functioni  solius  y 
mequari ,  curo  sit  q  —  (~j  , 
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C^r  ol  tarluia     I. 

S-l.  Si  crgo  cjusmodi  quaeratur  functio  z  binarum  T&ris* 
bilium  X  ct  y,  ut  sit  Q^  —  Oy  erit  z~aa:-f-f.^,  et  altera  for- 
mnla  differentialis  (^^  necessaria  aequatur  functionl  ipsius  y 
loxituqd. 

CoroIIarium     2. 

3  5,  Sitalis  requiratur  functio,  ut  sit  (^)  zn  0,  ca  necessfl-» 
rio  erit  faiictio  ,ipsius  y  tantum ,  seu  quantitatem  x  plane  non  in- 
Tolvet ;  cum  enim  a  yariatione  ipsius  x  nullam  mutationem  patl 
debeat,  baec  quantitas  x  quoque  in  ejus  determinationem  plane  nosk 
iogredietur» 

CoroIIariumS.      . 

36*     Hinc  etiam  patet  aequationem  diflrerentialeni 

dz  z=z  adx  -+-  g^t/ 

realem  esse  non  posse  y  nisi  q  sit  functio  ipsiua  y  tantum ;  qnod 
etam  character  supra  expositua  declarat,  aequatione  enim  ad  hane 
ibrmam  adx  -f-  qdy  ~  ds  nr  0  reducta ,  ob  P  n:  a,  Q  zr  7 ,  et 
R==-l,  erit  Ln:(|D,  M=:0,  etN=:-(|D,  ideoque 
realltas  postulat^  ut  sit 

At  pcr  hj)rpothc8in  g  non  pendet  a  z ,  nnde  [ob  (^  =r  0 ,  erit 
(l^)  =;  0,  ideoque  etiam  ^  ab  or  non  pendet. 

S  c  h  o  1  i  0  n      1« 

37.  £x  allatis  satis  patet  hanc  opcrationcmj^  qua  functioncm 
^  detersunaYimus ,  Teram  esse  integrationem  ^  qua  uti  in  Tulgaribai 
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integrationibus  aliquid  itade^erminatS  introdhidtur.  Hic  sciCcet  in» 
gressa  est  functio  quaecunque  ipsms  y,  cujus  indoles  per  se  nuHo 
modo  determinatur  ;  eam  quoque  ita  concipere  licet ,  ut  descripta 
curva  quacunque,  si  ejus  abscissae  per  y  indicentur,  applicatae  ex« 
hlbeaht  ejusmodi  functionem  ipsius  y.  Neque  yero  opus  est,  ut 
/haec  curra  sit  regularis  et  aequatione  quapiam  contenta;  sed  curra 
quaecunque  libero  manus  ductu  descripta  eundem  praestat  effectum, 
etiamsi  sit  maxime  irregulariii ,  et  ex  pluribus  pariibus  diversanim 
currarum  conflata.  Hnjusmodi  functiones  irregulares  appellare  licet 
discontinuas  seu.  nexu  continuitatis  destitutas ;  unde  hoc  imprimia 
notatu  dignum  occurrlt,  qu6(j[  ciim  prioris  generis  integrationes  aliM 
functiones  praeter  continuas  non  kdmittant,  hic  etiam  lunttiohes 
Aiscontihuae  calculo  ^ubjiciantiii]:,  V^ubd  pluribtis  insignibus  6edmetri% 
adeo  calculi  principiis  adversari  est  visum.  Yerum  integrationum  in 
hoc  secundo  libro  tradendarum  tis  praecipua  in  eo  consistit,  quod 
etiam  functionum  discontinuarum  siht  capaces ;  ex  quo  per  hunc  quaai 
noTum  calculiim  fitfes  A\KaIy«eo8  tnaxime  proferri  lum  eensett& 

Schblion     &• 

dS.  Quemadidodum  deinde  in  Tolgaribus  uttegratiottibus  een« 
ftans  arbitriritt  ingrem,  semper  ex  indole  problematiS)  cujus  solu-» 
tio  eo  perduxerat ,  determinatur ,  ita  etiam  hie  natura  problematis, 
cujus  solutio  hujusmodi  integratione  absolyltur  ^  semper  indolem 
functionis  arbitrariae  per  integratronem  ittgr^sae  determinabit  Ita 
ai  cordae  tehsa(e  figura  ^uaecunque  inducatar,  caqfte  Bubito  diimtta* 
tur  9  ut  oscillationes  peragat ,  ope  principiorum  mechanicorum  sd 
quodyis  tempus  figura,  quam  corda  tum  sit  habitura,  definiri  potesl» 
hocque  fit  ejusmodi  integraftione,  qua  ftmctio  quaedam  arbitraria  iu« 
troducitur ;  quam  autem  deinceps  ita  determinari  conyenit^  ut  pro 
rpso  ihotus  ihitio  ipsa  il^a  figura  cordae  indiicta  prode&t ;  el  cum 
aotuCio  debeat  esse  geiteratrs,  ut  iatlsfaciat  %gu):Ae  ctiMn'^u%  ihlUali, 


Digitized  by 


Google 


CAPUT    II.  U 

•eo*M«  eil  «t  «tiMi  ad  eo8  casns  paieat  ^  qttiboe  eordte  kii(i« 
l^iini  irregutaris  aallo  coolinuiutis  Bexu  praedita  inducatur^  ^fmA 
fieri  non  posset ,  nisi  per  iategrationeni  ejusmodi  functio  arbitria 
nostro  relicta  ingrederetur,  quam  ctiam  ad  figuras  irregularcs  adap- 
tare  liceret.  Uujusmodi  functioues  arbitrarias,  prouti  hic  feci,  cjus* 
inodi  signandi  modo  f :  y  indicabo ,  unde  cavendum  erit  ne  littera 
f  pro  quantitate  tiabeatur ,  quocirca  ipsi  colon  suffigere  visum  eat. 
Simili  modo  in  sequentibus  haec  scriptio  f:(a7-4*y)  denotabit  func- 
tionem  arbitrariam  quantitatis  sc  ^y\  ac  ubi  plures  talcs  functiones 
in  calcuhwi  ingredientur ,  praeter  litteram  f  etiam  his  characteribui 
(P9  v|^9  ^f  ^tc.  cum  simili  signifkalione  utar. 

Froblema     5. 
39«     Tnvestigare    indolem    functionis  z  biharum  Tarinbiiium  x 
et  y,  ut  formula  differentialis  (^^  —  p  aequalis  fiat  functioni  datao 
ipsius  sc^  quae  sit  X ,  ita  ut  sit  piizX. 

S  0  l  u  t  i  o. 
Posito  dzzizpd3[^^gdyf  oh  pzizX  erit  dz  zz.Xdx -^tfdg; 
qoia  jam  hujus  diflTerentiaUs  pars  Xdss  est  data  ^  ad  integrale  iiH 
irenitndum  accipiatur  y  constaos ,  ct  cum  sit  dz  zn  X^x,  erit  inte» 
grando  z  zzzjXd  x -^Consi.  quae  constans  cum  ctiam  quantitatem 
y  utcunque  implicare  possit,  pro  ea  assumere  licebit  functioncm 
quamcunque  arbitrariam  ipsius  y,  eritque  ergo  integrale  quacsitua 
azr:/Xda:  +  f :  y,    quae  per  difFercntiationeto  pracbet 

dz=:Xdx-+'dyfiy9 
iiA  vt  m  qzzzt^iyy    atque  (^^  — X,    plane  ut  requirebatur. 

C  or  o  I  lar  ium      1* 
40.     Aeqnntionia  ergo  ^i=X,    exiatenie  z  firactioiie  &»- 
rmn  Yariabiiiu«  »  ti  ffp   integrak  eat  »=:/Xd« -H' :yi  «W  ^ 
.   ToL  lll.  i 
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X  datum,  formula  intcgralis  /Xaa?  datam  ftinctioiicm^  ipsias  « 
dcnotat ;  quandoquidem  constans  hac  inlcgrationc  ingrcasa  in  firac* 
lionc  arbitraria-  f :  y*  comprchendi-  poteat. 

Corollarium     2*. 
AL*     Hino  8eq\utur  aequationcnt  differentialemc 

yealcm  esse  non  possc  ,.  xmr  q  sit  functio  ipsius  y;  quod  quidem 
Gum  hac  limitationc  est  intelligendum,  nisi  q  ctiam  mToIrat  quanti» 
tatcm  z  ;  qucm  casum  autem  hinc  remoTcmus*. 

Schoiion; 

A2.  Si  cnim  q  etiam  a  z  penderc  queat^  aequatio  'dzzSQx-^qhu 
realiis  crit ,  si  q  fucrit  functio  quaccunque  binarum  quantitatum 
z— /Xdo:  ct  y\  id  quod  hinc  facillime  patct,  si  ponatur  z^Jl^xzDi^ 
ita  ut  jam  q  futura  sit  fUnctio  binarum  quantitatum  u  ct  y.  Tum 
cnim  aequatio  differcntialis ,  quae  fit  dii  =  pdy ,  duas  tantum  con- 
tinct  Tariabilcs  u  et  y^  ideoquc  certu  cst  reali»;  et  quomodocun- 
que  cjus  integrale  se  habeat,  inde  semper  u  aequabitur  certae 
iunctioni  ipsius  t/t  undc  fit  urziz — fJ^xzziivy^  prorsus  ut  ante. 
Qupties  crgo  esse  dcbet  (j~)zz:X,  ctiam  nc  hoc  quidcm  casu  cx- 
cepto ,  quo  fbrte  q  ipsam  quantitatem  z  implicat ,  integrale  erlt 

nequc  unquam  alia  solutio  locum  habere  potcst.  Erlt  ergo  hoc  in- 
tegrale  completum ,  proptcrea  quod.  functionem  arbitrariam  iuTolTit, 
id  quod  pro  certisshno  criterio  integralis  complcti  est  habendum. 
Hic  igitur  ad  integrale  completum  requiritur,  ut  non  tam  constans 
quaedam  arbitraria,  sed  functio  adeo  TariabUis  arbitraria  ingrediatur; 
ita  si  quis  pro  casu  (^)  =  axx  ezhibeat  hoc  integrale 
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id  ^taatnm,  M^t/paiticttb^  etiamsi  plurea  conatantea  arbitrariaa  A» 
B,  Cy  etc.  ftc  fertaaae  infijoitaa  compleotatur ;  .Temm  enim  inte- 
grale  completum 

z  zzz^ax^  -+-  {.:  y 
infinite  latius  patet.;  id  quod  ad  .aequentia.recte  intelligenda  probe 
notari  oportet.  .Occurrent  autem  utique  casus^  quibus  ob  defectum 
methodi  integrale  cpmpletym  investlgandi ,  int^ralibus  particularibua 
contcnti  esse  debemus  ,  quae  etiamsi  adeo  infinitas  constantes  arbi* 
tratias  comprehendant,  tamen  pro  solutionibus  particularibus  tantum 
sunt  habenda.  Hanc  observationem  in  sequentibus  perpetuo  me* 
miniase  oportet ,  ne  circa  integralia  particularia  et  completa  .un* 
quam  decipiaiQur. 

Prablem^a     6» 

43.  5i  z  debeat  esse  ejusmodi  functio  binarum  Tariabilium 
X  ,et  y ,  ut  formula  differentialis  (|~)  —  p  aequetur  functioni  cui* 
j>iam  datae  ipsarum  x  tt  y  ^  definire  Jn  genere  indolem  functionia 
quaeaitae  z. 

S  o  \m  t  i  0. 

Sit  y  functio  Ista  data  ipsarum  x  et  y^   cm  formuia  differen- 
rentialie  (^)  =:;>  aequalis  esse  debet ,    ac  posito 
dz  —.pdx  -^  qdy 

requiritur  ut  sit  p  =  Y.  Jam  ad  formam  iunctionis  z  inreniendam 
consideretur  quantitas  g  tanquam  constans,  eritque  dzzizydx.  In- 
tegretur  igitur  formula  /Ydx  spectata  sola  x  ut  yariabili ,  qiiia  g 
pro  constante  sumitur ,  ita  iXt  in  hac  formula  unica  insit  yariabilis 
X ,  ideoque  ejus  integratio  nulli  obnoxia  sit  difficultati  ,  id  tantum 
est  teaendum,  oonstantem  integratione  iogreasam  utotmque  inyolyere 
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posse  alteram  quanthatetti  ^t  sicqiM  pra  (bttfliottc  ^uaeafta  z  haef 
|»b€Mt«r  exprcMio 

integrali  /Ydo?  jta  sumto,  quasi  quantitas  y  esset  constans  solaqne 
9  Tariabilis ;  at  f :  y  denotat  functionem  quamcunque  arbitrariam 
^SfuS  y^  ne  cxclusis  quidem  roritiis  discontinuis »  quae  nullis  cx* 
pressionibus  analyticis  exhiberi  queant ;  atque  ob  hanc  ipsam  ione* 
tfonem  arbitrariam  integratio  pro  completa  est  habenda. 

C  oirollarium     1. 

Ak.  Cum  V  sit  functio  data  ipsarum  x  tX  y  ^  formula  inte* 
gralis  /yhx  erit  etiam  functio  cognita  et  determinata  earundem 
quantitatem  x  e\  y  ^  quod  enim  per  integrationem  arbitrarii  ingre* 
ditui',  in  aitera  parte  f :  y  comprehenditur. 

C  or  oll  a  ri  um     2. 

45.  Hinc  etiam  differentialis  dz  altera  pars  qdy  tx  yaria* 
btlitatc  ipsius  y  oriunda  definitur.  Nam  per  \.  2  8.  est  forma<t 
/y  d  X  differentiale  ex  utraque  variabili  x  et  y  ortum 

ydx  +  dyfdx  (i^)} 

ac  si  functionis  i:y  differentiale  indicetur  per  dy^^y^    crit 

C  or  0  Ilar  ium     Z. 

46,  Cum  ergo   posuerimus    ^s  ziz  pd x  -^-  9dy f    aitquc 
erit 


p  =  V, 


g=/dx{ll)^f^:y. 


«bl  ob  y  functionem  datam  ipsaram  x  et  y,  etiam  (^^)  erit  fbnctw 
iMit  ct  1»  aal«giati«]i*  /da;  (^p  sola  at  pro  TortebiU  Mnm. 
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Exemplttm     1. 
47*     Quaeraiur  ejtumodi  funetio  z  ipsarum  x  et  y,  ut  tU 

qne  habemus 

a  z=  >/  <x  ar  -h  W)  +  f  :  y  , 
vnde  fit 

id  quod  etiam  per  regulam  datam  prodit.     Erlt  enim 

/dV\   _         ^  xy 

\d  y)  {XX  -^  y  y)^ ' 

lunc   8amta  y  constante 

P/^V\  /•         araop         _^  j/ 

\d^/  J    {pox-^ryy)^         }/ (a?:r -4- yy) 

Exemplum      2. 
48.     Quaeratur  ejusmodi  functio  z  ipsarUm  x  et  y^  ut  sit 


dxf    —   V  (_yy  —  xx) 

Cum  sit    V  n:  -tt — ^ » ,    «rit 

/Vdx  r=  y  Ang.  sin.  ^ » 
hincque 

z  =  y  Ang.  8in.  ^  4.  f  :  y 

«uju*  diff«fMK»*l«   ex   iptttts  ^  rariabilitate   oriiiidtt»  ,    fl  deMdcre- 
mus ,   <H> 
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jd^pquft 

^  —  Ang.ain.  f—  vt»-«T)  "^  ^  •  ^- 
Idepi  reperitur  ex  diiferentiatione  expressionis  pro  z  iQyentae 

dz  -  dy  Aog.  8in.  f  +  ^:^>  ^  a.y f  :  .y , 

unde  pro  ^zr:(s||)  idem  ralor  prodit 


EzempLum    -3. 
.40.     Qnaeratur  ^usmodi  functio  z  ipsarum  xM  y^  M  sU 

f.Ydx  z=z  a  Ang.  sin.  ^.  ^^a  —  ^3^  '  '  "■  - 

.;iuide  iunctionis  z  forma  quaesita  est 

.«  =  .«  Ang.gin.  y(,,°Lyy)  4-  i^.y- 
.JDeinde  quia 


(a-;) = 


^  «rlt 


(aa   —  yy  —  apof)* 
\oy/         J  iaa—yy—xx^       aa-~yy 


yy    ^iaa—^yy-^xxy 
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qote  eadem  cxpretsio  etiam  ex  ipsa  difierentiatione  ipsius  z  enlkur. 

Scholioa     iv 

S&2  In  hoo  cAlcnl6  tamen  adhuc  quaedam  incertltudb  refinw 
quitur  ^  qvA  yalor  quastitatis  g  afficitur.  Cum  enim  Talor  ipaiua 
am:yirda:-|-f :y  sit  determinatus,  quandoquitfem  jnte'grale'/Vda? 
reepecttr  ipsius  :zr  ita  fuerit  determinatum ,  ut  pro*  dato '  ipaius  :r* 
ralore  etiam  datum  valoremv  obtineat ;  adeoque  in  ejus  differentiali 
pleno  nuUa  incertitudo  inesse  potest»  sed  necesse  est,  ut  yalbr  ipaius 
p  aeque  prodeat  detenninatus  atque'  ipsius  p:  interlm  tamen  f(>r- 
mula  integralta  y*3^2r  (^)  non  determinatur ,  sed  noyam  functionem' 
arbltrarianr  a  priorf  ntin  pendentem  inttodiicere  'ridetur.  Ut  Igitur 
tafis  signiffcatus  TEgus  eyitetur,  spectari  oportet  conditfdnem  ,  qtka' 
intcgralc  /"Y^a?  determinatur%  cademque'  conditio  in  formulae 
/Bar(|~)  integratibne  adhiberi  debet.  Nam  ponamus  integrafe/Vda: 
iia  capi  ut  eyanescat'  posito  x  zzz-  a\  sitque  ejus  yalor  determlnatus' 
/V3a:nrS;  isque  igitiir  potentia  saltem '  Uabebit  factorem  a^^x 
8cu  a*  —  x^\  qui'  cum  non  contineat  y ,  etiam  {^  eundem  facto* 
rem  continebit , ,  ideoque  (5-^  CYaneacet  posito  x  ~  a. 

er  quo  perspicitin: ,  si- integrale  /Y  d  oc  ita  eapiatur  ut  eyanescat. 
posito  o;  z=l  a ,  etiam  alterum  integrale /^  x  (^)  ita  capi  debere, 
ut.  eyanescat  posito  x.zrzai  In  allatis  binis  postremis  exempjis,. 
utraque  integratio  ita  est  instituta  ,  ut  eyanescat  posito  x  zz:  0  ^  in 
prirao  autem  nuUa  hujusmodi  rcgula  cst  obsenrata ;  sin  autem  can«- 
dem  legem  adhibcamus,    habebimua. 
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niido  quidem  eadem  solutio  emergit;  qoU  ibi  -— y  eoQtinetur  ttt 
f  :  y  t  et  bic  ^  1  in  f  :  y.  Periude  autcm  est  qaacunque  lejBt 
prior  integratio  determinetur ,  dummodo  eadem  legc  et  in  postC'> 
riori  tttamur. 

Scholion     2. 

Sl«  Principium  hujus  determinatio»i«  isto  imutitur  Theort- 
matc  aeque  eleganie  ac  notatu  digno : 

Si  S  sit  ejusmodi  functio  binarum  variahilium  x  et  t/,  quae 
evanescat  posito  xziza^  fueritque  dS  zzzPdx  -^  Q^y  ^  tum  etiam 
quantitas  Q  evahescet  posito  x  zn  a. 

Unde  simul  colligitur,  si  S  evanescat  posito  yzzzb^  tum  etiam 
fieri  P  ~  0  si  ponatur  y  zzz  b.  Hic  autem  probe  observandum 
est,  quae  de  simili  determinationc  binarum  formularum  integralium 
fYdx  et  f^^i^y^  sunt  praecepta ,  tantum  valere  si  valor  a  ipai 
X  tribuendus  fuerit  constans ;  neque  etiam  superius  Theorema  Xo^ 
cum  babet,  si  verbi  gratia  functio  S  evanescat  posito  x  zzay^  indc 
enim  neutiquam  sequitur  ,  eodem  casu  quantitatem  Q  esse  evanitu* 
ram.  Etiamsi  enim  functio  S  factorem  habeat  x  —  y  vel  x^  —  y*, 
minime  sequitur,  formulam  Q-)  seu  Q  eundem  factorem  esse  habi- 
turam,  quemadmodum  usu  venit,  si  factor  fuerit  a;— a  seu  j:"— a*. 
Dixi  autem  non  opus  esse,  ut  talis  factor  revera  adsit,  dum  modo 
quasi  potentia  in  functione   S  contineatur.     Yeluti   si  fuerit 

S=:a  —  a;-t-y  —  y^Caa  — ara? -hyy), 

quac  functio  posito  xzzza  utique  evanescit,  ctiamsi  nequc  factorcm 
X  ^  a  neque  x^  —  a*  contineat  j    simul  vcro  ctiam 

fij\  —  i y      
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pos^to  ^  rr: «  eranescH.  JCn  hujusnjodi  ergo  calc»\o^,  cnjo  in  hi$ 
problematibus  utimur',  ubi'  integrale  ibrmulaer  yT^  a?'' eihiberi  debet, 
id  semper  cx  duabus  partibus  .cpmpositum  speeta^mu^ ,  alWra  inde» 
texminjatci  per  ftinctionem  f:^  indicata,  altei'a  autem,  -quam  prQprift;  , 
pcryy^^  exprimiraus ,  determlnata  ,^  guae  sciljcet  posito.  a:;Ziz  (f^  ^ 
cvanescat*}  hicque  semper  perinde  e&t  qualis-  constans  pro  a^  ^r 
sumatur ,  dum  discrimen  perpetuo  alteri  partl  indetermiaatae  in* 
volvitur* 

,    j       :         .       P  jobAema     7^      „  .,       .      ,   , 

£2.      Si  z  debeat  ita  detcrminari  per  binis  variabiteS '3?-'et y;' 
xxi  formula  differentialis  (j-\~p    aecjuatur  ^atae    cuipiam   functiom 
ipsarum  y  et  z,   ^uae  ait  V,   definire  in  genere  indolem.  functionis 

S  0 1  u  ti  o.  \   .    :    '. 

Cum  jpbsito  '9  z  '±±  pd^  -f-  gdy^    sit  p  rz:  V , '  si'  qnarititAttftii  'j^'^ 
pro   constante  capiamus,  crit  ^z  n:  V^x,  iibr  cum  V  slt   ftinbtio  dhjtti^ 
ipsarum  y  et  s,  et  y  pro   constahte   ha^^ah^r ,    aequatio  -y  znd^ 
crit  integrabijis,  ex  cujus  integratione,  complcta  C(ritui;  . 


f%^  ziza^  ^f:y. 


t 


qiTa  aequaltione  relatib  intier  ternas  variabites^*i^V  ^  6V  iS  ita  iir-^e-^ 
nere  exprimitur,  ut  ex  4a  z  per  o^/ct  |^  defiQivi^  indbUscjiie  £in«< 
tionis  z  assignari  possit 

QAodsi  hinc  alteram^^quoqtie  difftreSliafi»  p'l»4ei&  i^&j/ aAi^  func- 
tionem  q±z  (l^)  Indagare  veliirius;  pdnatritfs  int^gralc^y^  ,^^  ubl^  ttvii^ 
constans    spcctatur ,    ita    capi    ut    cvanescat   posrto  z  z^  c ,    ^fitque 
quantitatem  fy  denuo  difierchtiando'  lit  ctiam  ^VafiaiHM  anmyaroi' 
Yol.  III.  .   '.^  .  :    I  -      ^^    -   :^:--^:-  >-• 
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42  ^  c'A  p  u  t  •  ii. 

.  3?. .  / Y  =  y  -f-  a  2// a  z  (P^)  ,    aeui 

obi  in  integrali  y*  ~|  (|~)  quantitas  t/  iterunt  pro  constante  habe-^ 
tur ,  hocque  integrale  ita  capi  debet ,  ut  posito  Z'zz.c  evane5cat« 
Quo  fecto  cum   aequationis  inventae  differentiale  sit 

pra  forma  proposita  habebimus 

iind&  quantitas  q  innotescit* 

C  0  r  o  1  f  a  r  iura      (./ 

53.     In  hoc  problemate  facillime  defiriitux-,  quafis  functio  quan- 
titas  X  futura  sit  binarum  reliquarum  y  et  z  ,  cum  «it  •     * 

siqui4^m  V  per*  J/  ct  z  <3etur.  Perinde  autem  est  sivc  z  per  x 
ct'  1/*  sive  X  per  i/  et  :&  determinetur. 

'^     -      ,     •        *  Caro^Harium     2.^ 

^15  4.  Cum  relatro  inter  ternas  variabTles  ar,'  y  et  s-  ita  sit 
dcterminata,  ut  fiat  (^)  =^V  funcUcini  datae  ipsarmn  p  ct  z,  sb 
3.a?  ~  ^  sumU)  u  constantc   erit   x   cjusmodi  functio  ipsaru»  y  et 

S  c  h  o  n  o  n:.^ 

.  ;.  56..  Tn  genpri^  fttiite»^, qijtae.cunque.  .rfll|^i<y..inter  t^rlias  varia- 
I^cs  ar, ,  y  ct^z  proponatur.,.  uride  unaqiaaequc  pcr^binas  reliq^as. 
determinari^  ct  tanquam  carundein  functio  spectari  possit ,  seraper 
erit  (37^)  •  {^  ^  ,*  •  ,  Ponamus  enim  aequatipnc  ,  ilkm)  relationem 
exprimente  differ^ntiata  prodirc  .  . 
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$c  manifestum  estsumta  y.  psb  constante  fbre 

ideocjue  tem   (|^  zn  "^   qiaam  (|^  ti:  ^=— ;    simae   autem  inodo 

nnde  propositum  pat^,  etiarasi  relatio  inter^plures  tribus  variabiles 
locum  faabeat.  Caeterurp  hic  Qasus  a  p|:aecedentibus  differt,  quod* 
bic  natura  functionis  z,  quatenus  ex  l^inis  reliquis  x  tt  y  formatur» 
non  expncite  -exhibeatur  ,  sed  per  resolutk)t)em  ^Vi^mum  aeqbationis 
inTentae  definiri  debet,  cujus  rei  ^tUquat  cxeiupla.  evtoluiase  juyabiL 

£x  e  m  p  lum      1. 
S6.      Quaeratur   ejusmodi  /unctio   z  Ipsarum   x  et  yl    ut  fii 

Cum  ergo  sit  ^zm^,    erit  y  pro  constante  sumendo 
zdz  z=z  y  ^x    et    |Z2  —  ar^-H-^-y- 

Pro   g  inreniendo  differentiettir  haec  aequatio  gerieraliter 
<^dz  zz:  yd  X  4-  xdy  +  dj/^:y» 

erltque  rj 

quod  idem  per  regulam  datam  reperitur.  Nam  ob  V  —  ^  ,  crit 
jr^-rn^^  integrali  ita  fumto  ut  evanescat  posito  z  =:  0 ;  tum 
vero  ob  (||)~i.,   crit  . 

vv  \d>/  —  i  y  y    —  ^yy ' 
cadcm  integrationls  Icge  obscrvata.     Hino  i!t 
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quae  ezpressio  cum  praecedente  convenit;  cx  comparatione  enim  fit 

onde  X  aequatur  ut  arite  quantitatt  ^  una  enm  {unctione  ipaiui  ff^ 
Hoc  tnuum  iioteturv  qupd  ii,d  eDas.^n8ttm  pevfectum  ^kip  pro  f  :|f 
acribere  debuFssetnna  '^  f :  2/*^ 

£  X  e  m  p  t  u  m     2«^ 
'  .    ^6  7^  :  QHOfiFOtur  ejusmodi  functio  i^  binamm  vaHahUium  :p^  et 

Cum  ergo  sit 

■  tulhta  ^  consfaiite  fit 

^ ^  ~  y(yy^-.z:c)  >    «'  ititegrando 

unde  vlcissini  differemiando  ovitur 

aa;i:a^-/|^^-.ayr:j,,    seu 

Fer  regulam  autetn  datam  ob  Vzz:^^^^=^,    est 

..    S  y^  —  y  —  /  <<yy  —  s^), 

mtegpali:  ita  suratb  ut  evanescat  posito.  z  —  0,     Jam  verp>  est 
\^yj       zyiytj—zz}        yy\Byy        {yy.^&z)*''* 

J    VV    Vay  ~-  V  (yy sii)  *  * 
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ICAPOT    'ir,  t$6 

integraU  eadem  lege  sppto»    •QqQjcirea  «olltgitur 

Froblemft     X^ 

5S#  SI  z  ita  debeat  determinarl  per  binas  yariabilea  of  ec 
Sfy  tit  ibrmula  differentialb  (j^)  —  jp^  aequetur  functioni  cuipiam  da- 
tae  ipsarum  x  et  z  r  qnae  slt  zn  V ,.  definire  la  geaere  indolem 
'ftiiictioni&  z  iper  X  et  y^ 

I?  0  r  u  t  i  a- 

Ponatur  dzirzpdx  -f- qdt/y  et  cum  sit  /?  —  Y^  .5«niatur  quaxr* 
tftas  y  constans  ,  erFtque  dz  —  Ydx  zii  0  ^  quae  aequaiio  duas  tan- 
twm  quaiititatesr  variabiles  x  et  z  continens  ,  integrabilis-  reddetur 
ope  cujusdam  multiplicatoris  ^  qui  sit  zzz  M  j  ita  ut  Mdz  — rMV^or* 
8it  diflerentiale  verum  cujuspiam  functionis  ipsarura  o?  et  s,  quae 
functio  sit  ziz  S  ,  quantitatem  y  non  involvens.  Ex  quo  iTequatio 
nostra  integralis  erit  S~f:y\,  unde*  indoles  functionis  z  qucmad* 
modum  per  x  ct  y  determinatur  y  innotescit.  Differentiemus  hana 
aeqfiationem  sumto  praeter  a:  et  2^  etiam  y  variabili  ^  eritque 

dS  z=z  Mdz  —  MVa^r  =1  dyi'  :  y  ,    seu* 

3s  —  VD:r  -H  ^  f' :  J/  ,     ita  ut  sit  qr  — -^  T  r  y. 

Coro  1  fa  r  1  u  TO      !•• 

5  7^  Multiplicator  etiam  M  formulam  ^z — VDor  .integrabilem 
rcddens  ^  -quantitatdm  y  tion  continebit  y  qiiia  in  functiotie  data  V 
noix  inest  y;  Statim'  autem  hoc  multiplicatoise:  .ia¥«nU>v  valor  ipsius^ 
gzzr^  f^:  y  colligitur- 
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6  0*  Si  formulae  .  differentialis  M^s-^-MVdar  integrale 
fuerit  S  functio  ipsarura  o;  et  z ,  pro  solutione  profcllefnatis  'habfebi- 
rous  S  — f:y,  unde  patet  constantem,  q^uam  quis  forte  ad  S  adji- 
icere  yoluerit,  jam  in  functiohe  arbitrSria  f  :y  contincrh 

Exemplum     !•  % 

61.  ^'Quaeratur   ejusmodi  functio  z   ipsarum  x  et  y  ^    ut  sit 

dn)  —  ir' 

Posito  az  ==  ^ -4-  (jr9t/,  «umto  j^  constante  erit  Bz—^=ie, 

.<ltiae  aequatio  per  ^' muklpticata  fit  integrabilis,  ita  ut  sif  multipJi- 

cator   M  —  ^  ,    hincque    integrale    S  —  /s  —  /a?*  :    ergo    aequatio 

nostra  integralis  quacsita   erit    /^~f:y;    unde  etiam  ~  aequabi- 

lur  functioni  cuicunque  ipsius  y,  ita  ut  sit  z:=zx^{:ff. 

Exemplum     2. 

6  2.      Quaeratur    ejusmodi  /umtio    z    binarum    variabiiium   x 
et  y,  ut  sU  /ormula  differentialis  (||)  —  nx  —  s. 

Posito  dzz=z(nx  -^  z)dx  -^qdy ,  sumto  y  constante  crit 
dz^zdx — nxdxzzLO  y    quae  ope   multiplicatoris   Mzrc*  dat 

S  =  c*z  —  n/e^xdx  z=.  «*z  —  n^x  -f-  n<*  ; 

unde  aequatio  quaesitam  relationem    inter  x,  y  tt  z   cJtprimens  cst 

e*z  —  n^x  -+-  n«»  r=  f:  y,    sire  '" 

z  z=.  n  (!x  —   1)  -+-  e— «  f  :  y. 
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tttm   Tcro  erit  ' 

E  X  e  in  p  I  um      S^ 

e3r     Quaerafur  ejusmodi  functio  z  hinarwn  variahilium  x'  et 
y^  ut  sit  formula  differentialis  (|^)  z=L  — ?^—  . 

Ponatur   crgo    ^z  =r  ^^^  -+-  qdy\    et   posito    y   constante 
quaeratur  integrale  hujus   aequationis  difFerentiafo 

quae  infegrabilis  redditur  ope  cujusdam  dlvisoris ,  qui  ob  homoge- 
neitatem  reperitur  scribendo  x  ct  z  loxro  diffcrentialium  dx  ct  dz^ 
ita    ut   hic"  dlvisor  sit 

^    —       ^^*-       —         g* •        .   ' 

hincque  multipllcator  M  zzz  ^^^^^^^"^  .      Quare  crit 
dS  ^    -, — ,    idcoque 


a  jjr  2j         I  »  ■  ; 

«nde   aequatio  nostra  quaesita  erit 

Iz    —  -^  —  i  :  y    tt    q  :n  —^ f '  •  u 

cx    qua    cum    posito    ^^  —  j^  =:  w    sit    uzz:f:j/,    ctiam  vicissim 
concludi  potest  fore-  jj/  ^  f :  CTr 

F  r  0  b  I  e  m  a      9 . 

6  4..  «Si  z  ita  debeat  deterHiinaTi  pei*  biiTaat  rariabiles  x  ct 
j^-,  ut.ftjriiiula  diflerentialisr  (||)  acq^etur  fwnctiom^  cwlpia»;  dala^ 
omn^^utite  .vambiles-trc,  S^ct  2;  implicanti,  quac  sit  rrV,  dciinirc^ 
in   generc  indolem  fiinGtioiiJ8&  2.  per  .o?,  et  y.       \      ?  .    • 
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4t  CftVVT     U. 

5  o  1  tt  1 1  0« 

Cum  «it  3s  ~  Vdo: -+.^3t/,  si  sumamua  y  constans^  em 
BzniV^a:,  quae  ergo  aequatio  cluas  tantura  <;ontinet  variabiles  a?  et 
2^j  litteram  aiilem  y  functione  V  involvens.  Dabitur  ergo  xnultipli* 
4:ator  M  hanc  aequationem  integrabilem  xeddens^  ita  ut  jsU 

Mdz  —  Mvaa?  =z  as, 

unde  aequatio  jntegralis  xelationem  inter  ^,  ^et  :z  cxprimens  erit 

S  —  £  :  y:  .       .       ; 

uci  S  erit  functio  <:erta  ipsarum  ,  -a;  ,  y  «t  z ,  fierique  potest  ut 
etiam  M  X)mnes  has  tres  litteras  comprehendat.  Convenit  aut^m 
functioni  S  per  integrationem  inventae  valorem  dcterminatum  tribui, 
quoniam  pars  indeterminata  *in  functionc  arbitraria  f :  y  includi* 
tur.  Ponamus  ergo  S  ita  ^capi ,  nt  ^vanescat  ^i  ponatur  ^vzzza 
ct  zz=zc. 

Quod  si  hinc  aequationis  differentialis  propodtae  alteram  par- 
tem  (jdy  invenire  velimus,  xiiflTercntiemus  functionem  S  sumlo  etiam 
y  yariabili ,    sitque 

dSznMdz  -MVao:  -4- Qdy  :=:  dyf :  y  \ 

«bi  cum  sk 


crit  sumto  iterum  y  constante 

3Q=a-^+d-c||)=a»<|=)-dxe-^"-). 

<iuae  formula  certo  crit  integrabilis.  Capi  autem  Q  eadem  lege 
debet»  qua  S  sumsimus ,  ita  ut  evaaesoat  posito  ai  :=:  a  ctz  zzzc^ 
atque  inventa  hac  quantitate  Q^    cvm»^  habeamiis 
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C  A  P  U  T     II.  49 

az  =  Vaa:   -   5|2  4-  ^  f  :  j^,    «rit 

Haee  determinatio  isto  nilitur  fundamento,  quod  si  S  fuerit  ejusmo- 
di  functlo  ipsarum  Xy  y  et  z ,  quae  posito  x  zna  et  zzizc  eva- 
ncscat,  etiam  formula  differentialis  (^— )  eodem  casu  evanescat. 

Corollarium      1. 

65.     Reducitur    ergo    resolutio   hujus    problematis    ad    integra- 
tionem  aequationis  ditferentialis 

dz   —  Yd  X  —   0  y 
in   qua  quantitas  y  ut  constans  spectatur ,    etiamsi  V  contineat  om- 
nes    tres  litteras  x^  y  et  z.      Dabitur    ergo    utique    multiplicatur  M, 
qui   hanc   aequationem   integrabilem  reddat ,    ut  sit 

Maz   —   MVda:r=aS, 
existente  S  certa  quadam  functione  ipsarum  o:,  ^  et  z. 

Corollarium     2. 

66.  Invento  autem  hoc  multiplicatore  M  indcque  integrali  S, 
quantitas  z  ita  per  binas  variabiles  x  et  y  definietur ,  ut  sit 
S  rrr  f :  y  ,  ubi  f :  y  denotat  functionem  quamcunque  ipsius  y  sive 
continuam  sive  etiam  discontinuam,  ob  cujus  naturam  integratio  pro 
corapleta  est  habenda. 

CoroUarium      3. 

6  7.  Cum  hoc  modo  relatio  intcr  Zj  x,  t/,  fuerit  definita, 
erit  ea  ita  differentiata,  ut  omncs  tres  litterac  a:,  y  et  z  varrabiles 
sumantur 

ubi   quantitas   Q  ex   suo  differentiali 

Vol.  III.  7 
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»0'  C  A  P  U  T    ir.. 

dfefiniri  debet,  sumta  y  constante,    integrationem  ita  temperanddy  ut* 
ai  S  evanescat.  oasu  xz:a  et  zz:c^  etiam  Q  eodem  casu  evanescat^. 


Sch  al  io  n; 

68;      Hic  ergo  ad  insigne  hoe  Theorema  deducimur : 

Quod  si  fuerit  Sejusmodi  functio  ipsarum  or,  y  et  z^  qU€Ur 

evanesccU  pomndo^  xzna  et  zzzzc  ^  tum.  etiam-  pra^  eadem  posi^ 

tionc  /ormulam  (^-)  esse  evanituram.^ 

Veluti  si*  fuerit* 

S  m  kxx  -4-  ^xyz  +  Czz  —  Kaa  —  ^acy  —  Ccc  \ 
erit  (|^)  =  Bxz  ^  Bac , 

quarum  utra.que  eypressio  casu  x  —L  a  tt^  zzzLc  ovanescit.  PIupI^ 
bus  autem  hujusniodi  exemplis  eyolutis  veritas  Theorematis  ita  pa- 
tet,  ut  demonstratio  splennis.  noa  desidei^etur.  Interim  htijusmodi 
functio  semper,  quantitates  solam  y  continentes  a  reliquis  separando^ 
ita»  evoivi  potest,  ut  in*  talem   formam  transmutetur 

S  zr  PY  +  QY^  ^-  RY^''  +  etc. 

ubi  per  hjrpothesin  P,  Q,  R;  etq.  sunt  functiones  ipsanun  x  tl:^ 
tantum ,  et  tales  quidem  quae  ponendo  xzzz,a  et  zz:z.c  singuhus 
evanescaat;     Hinc  jam  perspicuum  est  fore 

quac'  forma  *  manifesto  sub  iisdem  conditiombus  evanescit.  Quomo« 
docunque  autem  functio  S  hac  indole  praeditft-  fuerit  compHcata, 
tam  formulis  irrationalibus  quam  transcendentibus  ,  eam  semper  in 
ejusmodi^  formam  evolvere  Trcet ,  quae  etni  in  infinitum  progrediatur, 
hiaec  demonstratio  tamen  vim  suam  retinet; 
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CAPUT     11.  ^i 

^ x  e-mp  1  n  10      i. 

'   6p.      Quaeralw  ^usmodi  ^unctio  n  duettum  varidbitium  x  V« 
y,  ut  sitformula  differehtialis  j^  z=z  ~. 

iPonamus  ergo  dz  —  ^'H^^aj^,  el  fiurata  j^  constante 
habcbitur  aequatio  ^3— ?^  — 0,^ut  fiU  •¥  =  g,,  et  >m«Wplica. 
tor  erit  M  zir4';    ^^^  St 


«  ««  -4-  <r« 


-«t  fcequatio  intcgralis  completa  functionem  z  detenriinans  erit 

Torro    ad    quantitdtem    9    inveniendam  ,    6b    M  zr  ~  et  MV  zr  — • 
erit  3Qi=0   et-QrzO-;  -unde    fit   qz=zzi^:y.     Hic   idem  autcm 
Talor  .ex  dlfferentialione  .  aequationis  inyentae  eruitur,  quae  praebet 

»^-^=:ayf:y,    ideoque 

3z  =  *^  -f- zdy^f:*/,  ita  ut  fiit  7  =  a^  :y. 

^xeraplum     2. 

■70.     Quaeratur  hinarum  variabtUum  x  et  y  yusmodi  /unctUf 
z^    ut  «rjg-?)  — _^_. 

Cum  sit  Vr^— ,  liabebitur  sumto  t/  constante  haec  aequati* 
3' -  i'4^.  =  »•. 

ad    cujus     multiplicatorem    inyenlendum ,     multiplieetur     primo    pet 
j:  -+-  z  ,    ut  prodeat 

a:dz  +  zdz^y^zzQ  ,  «eu  dx  ^''^^^'f^^ 
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t2  CAPUT     II 

quae   muItipHcata  per  e      y    integrabilis  cvadit ,   proditque 

K^  ^  ^  %dz  i  g 

e     y  X  ~/c     >  "3r  =  —  ^     y  2  +/^     y  d  zi 

hincque 

^      :ya:  —  —  e     yz  —  ye      y  ^C. 
Quoclrca  erit  mulliplicator 

M  zz:  (a;  -4-  s)  .  —   y  •  ^     )y    :—  —  ^^ —  e      y  ,    et 

^  c_ 

S=:e      ^(a:-hs-f-y)— e      ^(a  +  c^-f/), 

cx  quo   aequado  integralis   complcta   erit 

2  C 

e      j^(a:-f-34-t/)  —  c      >(a-4-c-+-y)zz:f:y. 
Nunc  porro  cum  sit  MVziz  —  e     y,    erit 

(I «)  =  «- 1  ('^^  _  S^±i')  =  r  f  (X  -H  z)  (3I  -  i).  et 

(d  .MVn    ~  T  « 


(  iy-)  —  —  e    '  ^    •  3;"^-  ,    hincque 


adx^ 


sumto  y  constante  ,    unde   integrando   obtinebitur 


ss 


^yy  y       yy^  ^yy  y       yy^  ^ 

hinc 


%-—  c 


ita    ut  %W 

Aequatio   autenci    iflventa  si   diftercntietur  dat 
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CAPUT     IL  ^a 

unde  idem  prorsus  -valor  pro  q  concluditur. 

E  xemplum     3. 
71.      Quaeratur  binarum  variabiRum  x  et  y  ejmmodi  /uneti9 

3,    Ut    SU    (^)    ^^xx 

posito  dz  =  g^-S^^  -^  "f^y*  «"'"^^"'^  ^^*"''***  ^ ''''"" 

stans.    et  cum  sit  3;=  -.  ^-^f^^"==  P  ^   «-'den?.  est  multiplicato- 
retn   idoneum  esser  M  :=  ^^:^ ,    «nde  cum  sit 

ydz        yd*    _  . —    Q 

yy  -^  zzt  yy  -f-  X»  > 

erit   per  integrattonem 

S  r=  A  tang.  -j  -t-A  t*ng.  j'-b-  C  =:  AUng.  JJ^  -r-Atang^'|^'^^  j 
et  functio  quaesita  s  'hac  aequatlone  definletur 

Cum  porro   sit  MV  =:  ^^yqpii  v  ^^^^    •' 

Vd^;   —   iyy-^zzy  "^^  \   dy   J   -^  (yy 
hincque 

;n  ^    (zz — yy)Bz    (xx  —  yy)dx 

^^   -^     (yy-^zz)^  (yy-^xx)^   » 


XX  f  ^ 


sumto   y  constante.      Ergo  t     ' 


i: 


ct  7=:~~^J-'-^,   q^V  idem  vilor'etmm  ex  ..clifl[ei:?n,iiation^  f)rodit. 
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&4  CAPUT    JL 

Caeterum    eum    con^tantes   a   et   c  pro   lubitu   accipi   queant, 
somus  tis  nihilo  aequalibus ,    seu  saltem  c:=:a,    «rit  aeqnationn* 

tegralis 

unde  erit  etiam 

quae  functio  ^  si  clicatur  Y  habebitur 

S  c  h  o  H  o-n, 

72.  Vix  opus  es^t  notari,  saepe  fieri  posse, -ut  solutio  hujus- 
modi  quaestionum  superet  vires  analyseos,  quando  ^cilicet  aequ^tio 
dtfTerentialis  resolvenda  artificiis  adhuc  cognitis  integrari  nequit.  Ve- 
luli  si  proponatur  casus  {^)  —  —^ —  ,  unde  snmto  y  constante 
fieri  debet  yyd:x:  —  xxdz -+- zzdz  ^  cujus  integrationera  nondum  ex- 
pedire  licet.  Interim  quia  integrale  per  «eriem  exhiberi  -potest, 
modo  id  fiat  compjete,  etiam  solutio  per  seriem  obtinebitur.  Posito 
sciiicet  ^ —  '^^^-^.^  et  sumto  elemento  dz  coustante  ,  orltur  haec 
aequatio  differentio  -  differentialis 

y^ddu  4-  uzzdz^  —   O^, 
'Unde  per  series  intcgrando  reperitqr 

ubi    pro    A    et  B    fuuctiones    quaecunque    ipsius    y    accipi    possunt. 
Quare  si  ponatur  —  ~  f :  y,    eri{ 


,x\ 


-f-y-.l  *-  57^  -^  M^';^  -etc.) ^.z(i-  ^t;^  ^  j:^^  -etc.) 
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qtia  acquatione  functio  quaeslta  %  per  binas  rarrablles  x  tt  y  ge* 
fteralissime  exprimitur.  Quoniara  ergo  methodos  aperulmus  aequa* 
tiones  differentiales  quaSGunqua.  per  approxLxnationes  integrandi ,  id* 
que  complete  ;  his  methodis  in  subsidium  rocandis ,  omnia  proble-^ 
mata  huc  pertinentia  Baltem  pex  approximationem  sesolvi  potorunt. 
Caeterum  in  hac  parte  Analyseos  sublimiori  resolutionem  aequatia- 
num  dififerentialium  ad*  priorem  partem  Analysis  pertinentium  pro 
concessa  assumere  possumus ,  omnino  uti ,  quo  Ibngius^  m  Ana* 
lysi  progredimur ,  ea  semper  quae  ad  partes  praecedentes  perti- 
»ent,  etiamsi  vsm  pemtu&  sunt  evoluta,  tanquam  confecta  spectare 
aolemus. 
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CAPUT  ra. 

DE 

RESOLUTIONE    AEQUATIONUM    QUIBUS     BINARUM    FORMU- 

LARUM  DIFFERENTIALIUM  ALTERA   PER  ALTERAM 

UTCUNQUE   DATUR. 

Pr  0  ble  ma      10. 

73. 

Si  z  ejusmodi  esse  debeat  functio  binarum  variabilium  x  ci  y  ^  ut 
formulae  difFerentiales  (^)  et  (^)  inter  se  fiant  aequales ,  indolem 
istius  functionis  in  genere  determinare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ponatur  (^l)=p  et  (^)=zq  ,  ut  sit  dzzzzpdx  -i-qdy, 
haecque  formula  pdx  -{-  gdy  integrationem  sponte  admittat  Quo- 
niam  igitur  requiritur  ut  sit  q~Py  "erit  dz  nz p  {dx  ^dy)  ,  ct 
posito  a; -f- T/ nz  M,  fiet  dzznpdu^  quae  formula  cum  debeat  esse 
per  se  integrabilis,  necesse  est  ut  p  sit  functio  quantitatis  variabilis 
iiy  nullam  praeterea  aliam  variabilem  involuens ;  Wncque  integrando 
ipsa  quantitas  zziz/pdu  aequabitur  functioni  ipsius  u,  seu  prodi- 
bit  zznfrw,  quae  functio  oranino  arbitrio  nostro  relinquitur ,  ita 
ut  pro  z  functio  quaecunque  ipsiu«  u  sive  continua  sive  etiam  dis- 
continua  assumta  problemati  satisfaciat.  Quare  cum  sit  uzzzx-^t/^ 
erit  pro  solutione  nostri  problematis  z  ~  f :  (ar  -h  j/).  Quae  forma, 
quo  facilius  appareat,  quomodo  conditioni  praescriptae  satisfaciat, 
fit  d  .  f :  M  —  5 Mf  :  u ,    ideoque  ob   u  zzzx  ^y  erit 
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idtldqtife  'it 

ae  lpro(>Mtrt«  (|^)=^(||)>   «««  '^-^P^   omiuno  uU  jprobrenui   ixh 


Cor.oUarii^in     i. 
'  7^.    ^(^ectinqtie  vtg»  Hinctio  t]tt«nticatb  X  +^y  Ibraieta»,  «» 
plf»-2«88iM«aptti^rlj^fRm'ha^bk|)rot>r>etftian,  vt  ait  (|^)=3<|il^. 
Talita   Wttem   rdnetiettem  'indioamnt  a^o    f:<s+|^)>    iU  rit -ifli 
»«3ci':  (ar-f-ff). 

CoroIIarinm     2. 

7B.  Geometrlce  haec  solutlo  ita  referri  potest.  Ibescripta 
anper  axe  linea  curra  quacunque  slve  regnlari  wve  'irregtlarF,  i& 
abscissa  exprimatur  per  x  -{-  y.,  applicata  aemper  idoneum  valorem 
pro  functione  s  cxhibebit 

CorpIIarium     &• 

76.  Universalitas  hvjus  soltotjaiiis . per  iBlegnfioneiD  «rattta  JK 
hoc  consistit,  quod  quantitatis  x^y  fiincfionein  qualemetfnque  sive 
continuam  slve  etiam  diseontinuam  pro  z  mrencrimus ;   qtkijppe  quae 

conditioni  probiemkttTs  semper  satitiacit. 

.  ♦»  t*. 

/  •  - 

Scholi  0  n    i. 

'7Y.     TtititiHMientffln  «tetimis  1^^  ibr- 

tau]k'^t0e^tl!alis  Trd^u  ini^gH^Hlis  to6%B  ^ncfqueat,  .nifi  .-quaatilfis.rP 
iKt  itroelio  ripsius  u^  .  vel  vicissim  u  Jundio  ip^ius  j^^  ita  ut  nulla 
a^   TMiabilis  .ip  «computvin  IpKxediaUu:*     .,Quln  ctiam   qualiscvnqtie 

Vol.  IIL  ;  8 
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titiitp  fmtiio  {psiM  Uy  iiftegrate  qi»  actu  lexhiben^  '6eiii]^«r  tamen 
concipi  potest ;  si  enim  u  denotet  abscissam ,  et  p  applicatam  cur- 
rae  cujuscunque  sive  regularis.,  sive  irregularis,  qua  ratUHie  utique 
fiinctio  quaecunque  ipsius  z  In'  sensu  latissimo^  repra^sentari  potest, 
ejus  curvae  area  fpdu  praebet  valdrem  fonriulae  j^Cegiralia  y*^da^ 
quae  iterum  ut  functio  ipsius  u  spectari  potest ;  ex  quo  vicittWI 
functio  quaccunque  ipsius  u  naturam  formulae  integralis  fp  d  u  ex« 
haurit,  Quod  autem  ftfnctio^'^cJliaec5uh^ae'  quantitatis  ar-f-y  pro  z 
MBuqita  aati^faciat  CDnditionii,..  ut  Ja  dXW^^\i^9Xi  n^z^pdxr^qdy 
&iip=zg,  seu  (||)=:{|^)',  ita-fper  sr  cst  p«r^p^voak,.  ut^^iUH-. 
atraciona^per  ejtetnpl^ . non  egeati    :  j&i  eflim,*vevbi:^atia.p;Qnat|ir:   / 

erit  differentiando 

qui  Talores  intej:  ae .  utique  aunt  aequales. 


S  ch  olion     2/ 

78.     Cum  z  sit  fiinctTo  binaiW  >ariabilium  ^  et  ^i    ac  po- 
nattt  d  «  =  p  d  X  •+•  ^  d  y ,  ut  sit 

Z  ..p =".'': ^-'''  .V,,.   :;.  •.  ,.. 

in  hoc*capite  ejusmodi  quaestiones  evoiuere  est  proposituiiC,  in  qui* 
bus  aequatio  quaecunque  inter  p  et"^*  praescribitur,  in*qtiam  reli^ 
quarum  variabilium  a:,  f/  Cl  z  nuUa  ingrcdiatur.  Proposita  crgo 
aequatione  quacunque  inter  binas  formulas  p  et  ^  et  constantes, 
quaeii  opoitet  indaiemr'!£Bictionis  9  ibteftritm  Twi^bitiiim  of-et  y, 
ut'  formuirs  inde  per  diffetiBnfialSonem  natis  /j^.c:;:  (^)  let  g  xr  (^ 
praescripta  illa  conditio  conveniat.  *  Quam  triactafdbnem  quidem  ekorat 
\mnus  ab  exemplo^simpUcissimo  pzz:q^   cuju»  sokitio^etiam  ope  pria* 
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CAPUT     ITI.  5f 

eipii  aqdo  MpDssti.  confici  pote^t.  .  At  vero  idem  prjaeipiam  SttfB* 
cit  problemati  sequenti  latius  pat^nti  resolYen^o* 

.  Probrem  a'     f  i.  - 

79.  9i  s/^smodU -eeae  debeat  .fanctio  binahiai  TptmbHium 
»  et  j/,  ut  fiat  a.  (|-|)  -+-  (3  (|^)  =  y,  indoltim. istius  4\m^m9.if 
Jn  genere  definire.         ,  ,        „  -  ,     •  G   ^^  .  .  :  >> 

-  ;  .  ■:    •    1       •  ■       .[ 
Solfltio; 

•  Poeito:9.«iirp  9a?-4-7  3y,  requiritur  ut  sit  ap^^g^Y* 
Hinc  cum  sit  q  zz:  ^^^— ,   erit 

quam  formulam  integrabiiem  esse  oportet.  Cum  autem  pars  ^ds/ 
per  se  sit  integrabilis,  altera  pars  etiam  integrabilis  sit,  necess^e  est; 
unde  poailo  |3.a?  — ^^  — m,  ut  altera  pars  fiat  |-3m,  evidens 
est,  p  functionem  esse  debere  ipsius  Uj  indeque  etiam  intp^alQ 
proditurum  esse  functionem  ipsius  unzpx  —  ay;    :  Quare  ponamus 

'/;^Cp-d-«  —  o-dy)— f:(0:a?-— ay),         '  ' 

eritque  * ''     '  - 

z=:Jy-4-^f:(/3a?  —  ay), 

seu  aequatio  quaesita  indolem  functionis  z  determinans  erit  . 

^zzzzyy-^fii^x  —  ay), 

denotante  signo  f:  functibnem  quamcunque  sire  continuam  sire  discon- 
tinuam  formulae  sufBxae  ^x^-^ay.  Atque  indicando  fbrmtdae  ivu 
^Kfferentiale  per  duf!  \u^   erit  *.  ' 
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6.0  cAPtrr  11% 

vnde  manifesto  resultat  a.p-^^  q^y- 

C.otoUmrtlvtm     1. 

80^  £«Ieiit  soincki  redit^  ti  pv»  />  ie^  naiottm  f>s?;'^~^^ 
«afesgtamBds^   widfr  fi^ 

hmcque  eodem  modo 

£i8t  enim  haee  ferma    a  prftccedente  dlfferre  videtur^    tftosen  facire 
eo  rcducitur,    ponenda  ibt 

f:(par  — ay>==:t(P£=:^4.l0:<^|;^^.ar), 
q;aae  forma  utique  est  functia  ipsiua  ^x^^  c^tf^ 

Co.ironarium     2«^ 

81»  St  ergo  \n  forraa  d^^  —  p^sc^-^q^y:  debeat  csse 
p^q  zizty  oh  OL:zzi^  P  ^  1  et  Y  cz  1  ^  solutio  hua  rcdit^ 
iit  fiftt 

Constructa  ergo   curya  quftounquov    st  abf ciftia^h^  s -tt»  (^  rfspondeat 
applicata  v\  erit  z  zi:  j/  -H  i;- 

S  o  h  0 1 1  o  &•. 

S2.  Si  alia  proponatur  rclatia  inter  p  et  /gr^  eadent  methodo» 
aotutionem  obtinere  non  licet }  acd  alio  prindpro  uti  convcqit ,  cujus 
Quidem  T^ritf^  ex  prjmia  caM  iiKfi^ri^  «jJKinfiii^  fist  HMf^^iititr 
Np^ti  apjUcct  oportct  ea^e    .  .       .(. 

/pdx^zpx^^/xdpp. 
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lU  ttt  cum  «rt       '  1  .   ,«; 

iiitiinim  81 1 

^zzzpx^qi/ — /(xdp-^udqy. 
Qaomoda  autem  hoc  princFpium   ad  sQttitionem  hojuamikE.  q/i%e^if^ 
nnm,  quae  ad  hoc  caput  sint  referendae^  applicandum^  sit^  in  sequenv 
tibua  problematibua  docebjtur; 

83.  Si  z-  ejusmodi  esse  debeat  functio  binaium'  rariabiiKm» 
^  ct  y,  ut  posito  d  zzripdx-h^qd^Uy  fia^  /i^cr  l^.  iiidolcni 
istiusr  fimctionis  z^  in  genere  definire^ 

S  0  I  u  1 1  o. 
?^  pw^WlP^  Wlff  ?^i?b)'>^/?  notemus  for^ 

Cum  jaro  ob  ^  ^r  —  1    sit  gzn^,  crit 

IntegrabiUa  ergo  esse  debct  haec  forma  /{^^^-k^^Pt  *t  iir  ge- 
nere  formuIayu3/?  intcgr^pQn^m  nQir  i^triittit,  nisi  sit  u  ^nctio' 
ipsius  p.  Quarc  in  nojtrQ  casi;i  neces^e  est  sit  cjuantitaa  ar  —  ^ 
functio  ipwMS^  )9  tj^ptiiqi,  unjle  etiam  integrale  /^p  (.2?  —  ^)  erit 
fonctio  jpsiu^/;  taptum,  quac  si  fndicetur  per  t:p  ejusquc  differcnj- 
tiale  per  ^pCip^  eril^  < 

zrr/fic-f-^  — f:;,,  et  x .^ ^ZrZ  t"^ : p.-  :       .     >, 

Quare  ad  problema  nostrum  solyendum,^  nora  rariabifis  p  intvodoeii 
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6k>  CIAiPltT     Ul^ 

debfet,  ex  qua  cum  altera  y  conjuncta  binae  reliquae  x  ttz  deter«». 
minentur.      Sumta    scilicet    yariabili  jh  ejuaque.  fuuctione    quacunquc 
t:pf  indeque  per  differentiationem  deriyata  f  :/>,  capiatur.  primQ 

x  —  ^^t:p^  indeque  erit '.     ;  •      ^  ■      ."    -^ 

«  =  '/  +  />  f:/>-f:./v^  ''    '      • 

qtlafe  6M  solotio  problem^tis  qi^desita  ^eneralis. 

C  o  r  o  11  a  r  i  u  m      1 .  ^ 

8  4.  Hic  igitur  functib  quaesita  s?  per  fpsas  rariabiles  ar  ct  y 
eocpGcile'  erolm 'Hi^quit ;  propterea  quod  quantitatem  p  ex  aequationc 
07  —  j^irzf.i^  uHj  gcnere  per  op  et  y.definirc  non  licet. 

C  or  ol  1  arium     2. 

•''  ^    "'  •  • 
85.     Nihilo   rero   minus    solutio   pro   idonea  et   completa   est 
habenda,  quoniam  introaucendo  novara  variabilera  pj  ex  binis  ^  et /i 
a  se  invicem  non  pende^ntibtkft^mbke  reliquac  ic  ct  z  definiuntur. 

Corollariura     3. 

\/     86;     Si  sumamus  fr/^rr  a*+-^,   erit: 
^      *'    f:p=:ct>~|  et  (:r-a)  — ^,       •  ^ 

hinc  p  in  l/i'^^;    unde  functib  quaesitaz  ita  se  habcbit  ! 

* "77FP>)    "^  y(»— a)tPH-:y)         >^(«  — a)(P-t-y)^      ■  I 

seu  2  zn  2  }/  (x  -^  a)  (y >+-  f2X»     qwAC    c^^  sdutio  .pprticularis,    ct  i 

siviplicisaima  cat.  z,zp:.2  y/.x  y.  >  ^     .  | 
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*?•  Quiinadmoduni  soliitio  hiijus'  problemalis  cx  alilo^prfS- 
cipio  cst  dcducta  ,  ita  ctiam  forma  solutionis  a  pracccdentibus  dis- 
crcpat,  qnod  hic  aequatioiiem'^  ^iiitf  a:'^  y  et  z  cxplicitam  cxhibere 
non  ficcat ,  scd  nova  yariabilis  p  introducatur.  Cum  idtur  ante 
una  acquatio  inter  tprnas  variabile's  o?,  i/  et  z  s61ufionem  continuis- 
set,  nunc  accedente' nova  variabili  /> ,  solutio  *  geminam  aequalioiicm 
inter   has'  qualuor   variabilcs    postulat ,  'sicque ,  pro'  nostiro  casu  in- 


venimus 


Az=:  p'x  H-  f-'—  {  :  ptt^  x^'^'^^'  :  p. 


existcnte 

d  •  i  i  p  z=z  dpt^  :  >, 


{ 


ubi  functionis  signum  indcfinitum  .  f :  quod  ctiam  functioncs  disconti- 
nuas  admittit,  univcrsalitatenl  solutlonis  pracstat.  Quod  si  hinc  lit» 
teratnp  eliinioare  licete*,"  acqwtio  evoluta  inter  cb\  y.^t  z  obtine- 
rctur  ;  hacc  autem  climinatio  succedit ,^  quoties  pro  t:p  functio  al- 
^cbraica  ipsius  p  assumitur ,  in  genere  autem  nullo  modo  spcrari 
jpotcst.  Nihilo  veto  minu^  ope '  ciirtae  pro  lubitu  assumtac  proble- 
ma  construi  potcst :  sumta  enim  curva  quacunque  sive  regulari  sive 
irregulari,  i>anatur  abscis^.n:/^,  *  aitque  appltcata  f':pz:zr,  erit 
fipzz/r^p  arca-ejus  ^urvae.,  quAc  sj  dicatur  n:^,,  aequationcs  binae 

.   ^   --  ff  ^  r    ^^    ^  ^.  P^.  -^  f   —   ^if 

solutioncm  comptetam  pl-bbTcmatis  praebebunt.  Scilicet  S]umto  pro 
X  valore  quocunque ,    crit  y  ±tpp  (x  —  r^  ,    hincque  fil 

z  Z3  2px  —  pr  — "^i, 

m  qna  aolutione  nihil  ad  praxin  spcctans  dcsidcrari  potcst.  Hinc 
patet  eUam  fortaase   fieri  posse ,    lit  duae'  hotic   vsCriabiles  sint  in- 
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trodueendae,  ae  itxm  flolnlto  l!tVBds  Hie^xiBldomhuB  contifiefttur ;  ne<|ue 
<||iafn   t|im  ^^^uicf^uam  deerit  ad .  usum  practicum« 

aj^*    .0   /  ,.  JScholion     2. 

«8.  Cum  pro  formula  dtzzipdx^q^y  reqv&rstur  ut  slt 
p/f  ^  i  9  introdueendo  anjgulum  indefinitum  ip  alia  aolutlo  cohcin* 
nior  elici  potest.  Posito  eniih  ;i:z2tang.<J)  erit  ^  — cot^t}),  A  ob 
^9l=da;tang.(|>-f-'dycbt(|)y   fiet  pel-  reductionem  supra  indjcatam 

onde   patet   formulam  ^^^  —  ^^f^,  esse  debere  functionein    ipsras 
<J>,  quae  si  ponatur  f :  0 ,    et  formula  integralis 

/•a(J)  -  f  :.  0.=  f  :  4),    V  . 
)>inae  aiquationes  solutionem  continentes  enint 


cof.i 


unde  jam    ][)ro  lub^itu  a:  tel  ^  eliminare   licet.     QuTn   etiam  'utraTn- 
flue  elirainare  possumus ,  ac  per  binas  variabiles  ^  et  <|)  bmae  rfe- 
^Jiquae  x  et  y  ita  exprim^ntur 

'    >  a?=:i«'cot^-^.|  «t.  i^.f:4>^|co8.(}>^vf':^ 

•  fi^  =  j2fe&ng.(j3-F^tahg.cPsf:i^ 

Quodsi  igitur  hmc  diffeffentiaUa  rapiantfir ,  ac  ponatur  ^zz:  0,    ex 
^  posteriori  dabitur  relatio  inter  3z  et  B<P,  undc  si  ipaius  d(J)  valor 
ju  priori  substituatur ,  necesse  est  prodeat 

dz  ziz  d  X  tang.  <J) ; 

aimili  autem  modo  si  ponatur  3a:  —  0  ,  ex  altera  orietur    ^ 

.,  .^.^  ~  5j/  cot.  Cj). 
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99«  Si  2  ejusmodi  esse  debe^t  functio  Iflftarum^T^rlabilium 
^  et  y ,  ut  posito  d  z  — p  3  ^  -}-  7  3  y  fiat  pp  ^g^:iz  1 ,  inda* 
lem  istlus  functlonis  z  ip  g^^r4  Ji^vestiig|t]^«  y 

.  ^  r.  :    :   .      ..'       -  -    '  .  *    S-olutJo.  .  *       ■ 

Cum  per  reductionem  fiat  <  -      '•      -  •  *'     --^*** 

nt  irrationalia  evitemus,  ponamus  ^..' 

siqnidem  hinc  fit  pp  +  7^—  !•      Erit  autem  1*^ 

liincque  fit 

—  («— rr)y>4-ar3y    ^     4>  f^xrdr  —  y  d r  (i— rr) 

quae  forma  integralis  cum  sit  fuhctio  ipsius  r,  statuatur  ca  ^zf:^^ 
ejusque  fllflerehtiare 'nidr  f  rr^  «x  quo  ofttineKimnSi 

(i  -^rr)^ 

(,_rr)x  +  ar^     ,     ^ 

Unde)  si  eliciamus.  .         .  .      ., 

a  r  •  a  r  ' 

^  — lLzbjd>-hl=l!:lf^r  +  2f:r.        • 


Corollarlum      1. 
90.     Sr  irrationalltatem  non  pertimescamus  ob 

Yoi.  m.  9' 
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^6  CAP0T     III. 

Poiito  ergo  z:^p  x  -^y  ^ (^t  '^p^p^^^tzp,  ertt 

Coro  Ila  rf  um     7.  ^ 

9f.  Sofutio  «rniplicissima  siae  dttbio  prodit  sumeado  tipZl^y 
«lec«a«t*  =  ^^,   eril        . 

UiKMiae 

ICx  quo  ralore  fit 

ideoquc  p/>  4-  g^n:  1. 

CoroIIarium     5. 
92*     Si  poaamus  p=:sin.(J)^    erit  ^:=co8.  0,  him: 

z  ~  a:  sin*  0  H-  y  cos.  $  — y  d  0  (a?  cos.  (|>  —  y  tin.  0)  , 
critque  hoc  integrale  =:f:(})^   ejusque  differentiale  d^Cpf^tC)).      £x 
quo  habebimus 

»— a?8in.(J)-4-Sfcos.(P  —  f:(p  ct  j;cos,(I)  — ysiB*(J)=f  r<J). 

Problema      l^. 

93«  Si  2  ejusmodi  esse  debeat  functio  binarum  Tariabiliunr 
X  et  y,  ut  posito  d  zzzzpd  X  -^qdy^  quantitas  q  aequctur  fun« 
ctioni  datae  ipsius  p^  indolem  hujus  fuactionis  z  in  genere  in¥C8tI« 
fsre. 

S  o  I  u  1 1  o. 
,    CoQi  9  ii|   luiictio   data  ipsiua  p^   ponatur  dqzzrd^p^    crit 
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C1PX7T    Wt  :#7 

«im»  r  ftmctio  datn  ipsiM  |».  A«qaft(io  ff|[o  jMtn  'f«iiwlW  «^hi^ 
fS#Mm  mppcdUam  indttet  baoc  fomam 

tmde  patet  integrate  y*^  pix  ^r  yy  fore  functipiievi  ip«iii$>|r, .  qfim 
m  gQnerttiin;^pei;.fip  exponatur»  ejMque  difierenti»le  pv:^pfi^^ 
habebrmnit  .  .>^  .*...;/.■   .  .':s 

•  z:=;zpx  ^qy^Tip  et  a?4-A|^=:f  t/r* 
q«ae  dui^.  aeqnatioiies  aolatinncflii   probteniihUf  imiferaaltatiiae  ,«e4M 
plcctuptur^  fifluWW/f;/?  fiinctiopem  qQaiixcQn(|4e  i|^siM/^  ^^^  fif^^ 
(iAuam  •!»  dt^contJAuaqii  denotare.  potest- 

Corollarium      i.  '^      * 

94.  Cum  ttt  7  fuactio  data  ipnut  p,  indeqae  rrrz^,  >et 
fiinctio  indefiniia  ipsius  p  ponatur  {ipzzaV^  oh  f  pziz^^f  sobstio 
his  acquatlonibus  continebilur 

C  0  r  ol  1 1  riu  m     2. 

9d.  Si  ad  eonstructioncm  vtamur  curra  qnaeunque^  in  qua 
m  abscissa  capiatuf  zzzp^  applicata  sit  zzzfzp^  area  ejus  cunrae 
dabit  Taloi^cm  ipsius  f:/?.  Sin  autem  applicata  iadicetur  per  (*.p^ 
tnm  tip  exprimet  tangeatem  anguli,  quem  tangens  currae  faciet 
eom  axe« 

8  cli  ol  10  11. 

96«  Duplici  ergo  modo  curra  quaectinque  ad  iibitum  descripta, 
siire  sit  continua  ^cisi  aequatione  quapiam  analjrtica  contentty  sire 
libero  manus  ductu  utcunquc  delincata,  ad  constructionem  proble- 
matis  adh9>eri  potcst.  Vel  enim  abscissa  pcr  p  indicata^  appllcata 
somi  potest  ad  tip  Tel  ad  f^:p  ezprimeodum,  nec  facile  dici  patest« 
mtrua    ad   praxin    commodius  slt   &tiirttmf     Ubi   aatem    httjusmo4i 
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xninare  solent,  unde  pro  quo^i^^MU  oondtrtxotiaimaxiioe  idpneft.ibQit» 
eoliFgefun  Problemata  a4lt<ifi -tae^atttica.  hane.x^aleuli  Jntcjvalis  par- 
IMil '  pdltAItitftla  %ettiper  ad  fo)mmIa&  '-difi^tf^ntilijes  .^tmdir  Bll;por«iii« 
^e  "idkdihvmx:  detfudiAnt,  ^qfMmtti;  remliitia  jn  <susbipi  {quiifani^.ip^sst 
ante  yidetury  quam  me.thodus  pra  fbrmulis  dlflerentialibus  pffimi  gpa^ 
dus  fa^rit  pateAlblal  -  HliOtelnis^  qfoid^ni  pro^^nHtta  /propbsita  abso- 

«fc<*n?'f5rai!lffMtt^^  '<?t  (f  *yifer  rellqittis  -  variabilei»  arv-  ffu^ <!» 
definit,  negotium  in  genere^^noi?  rfrtfplicrs  Wc6^(!rtlv  tiJ^^reTfrfio^pntei 
scripta  unicam  tantum  yariajbjlem  cuqt  binisw  formulis  differentialibus 
conjun^afr 
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BINAS  FORMULAS  DIFFERENTIALES  ET  UNlCAM*i "^ 
TRIUM  QUAf^TAtUM  ^fA^HlAW^JUSI -.  * 
PROPONITUR. 


t     ar 


t    l* 


.    Frobleraa     15» 


9T. 


r*      •»      ^IS^ 


Si  X  ejusmodi  esse  debeat  functio'  biQaruiiir  varia&ilrui?.^  e^  y^r-^U^ 
posito  dzzrpdx-f-^^j^  sit^ 2;?"^^   In<fylflp  rhujw  -funGtionfe 

Soiutia,. 


4-  I  ■» 


:iJ 


> : :  0 


Cum  sit 

ftMi^que  fmnpida  es»  tie^  iutegrabifis,  ntfsesK  ^etl.  xA  ^fxr*^ 
proinde  etiaift  *,  iit' iiiiictid  c^rifitafis  rir-f-^;  •  ^aJ^ife^  ^«ftttt? 
sostri  proMematis.fi^  'getoei^d  iik.  se  ^lmbfebit^   ut-sii 

ratfattlo ^lidat^psqpefito  1^^.Svu^'9'U4^{m\    'llihc'-'aixten  erit 

p=:^f  :(/ar^4-f)  et  q—^iTiQx^'^, 
•icque  qzzi—   omniao  uti  rtJittetun  ^      i .-  <  i'-^  ^. 


2*  '^*  /  *- 
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70  K^KTVT^-^-Vrp^-'^^  ^ 

CorollariQm     U 
9S.     Cotn  siC 

kiiic  alia  solutio  dedoci  potest.      Si  enim  ponamus 

ifiikqiie 

.    CoroUarinm     2. 

99-  Hac  ergo  solatione  nova  Introducttor  irarlabilia  p^  ox 
<Iiia  eum  y  conjuncta  definkor  prim» 

*=;-r:e- -/,,), 

fettm  Tcro  ipsa  functio  iqdaesita 

Huic  atitem  solutioni  praecedens  sine  dubto  anteceHKi  cum  Hla  qnan* 
titatem  z  immediate  per  x  et.  y  exprioiat. 

Sch  olio  tt« 

100.  Quo  has  dinis  sokitiones'  inter  se  cotnparare  :queamiia« 
qiiontam  Am6tb  arbiararia  tn  atraque  dimrsae  esb  mdalisy  ftii$m 
characteire  fdiv-erso  utamurf     Cuni  igitur  prima  praebeat 

zz:z{:(^^Jx).ttpa^=zf:(^^lx). 
altera  rero 

a=:F:(fj-./iP)^rT<J^/Ar>^A»==:r:<f~./p> 
patet  forc 

.f:(J-^./*)  =  F':g-/jp)  «t         •       ... 
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imJe  non  solmn  relatio  inteir  utriusque  fiinct^onjsi  £  ei-F  iiidoIeiD 
defiailur,   stdt  etiai»  inde  aequi  debet^    fbre 

M  quod  non  parum  yidetur  abscondrtum»  Verum  ob  hoc  ipsnm 
islud  probiema  eo  raagrs  est  notatu  dignum,  quod  solutio  attertt, 
qna  noTa  variabilis  p  introducitur,  oongruit  cum  priore^  «bi  z  per 
;r  et  2r  immediate  dbfiuitiHr,  neque  tamen  eonsensus  harum  solutio^ 
num  perspicue  monslrari  potest.  Quamobrem  quando  ad  ejusmocfi 
aolutiones  perrenlmus,  utr  in  problematibus  posterioribns  capitis  prate* 
eedentia  usu  Tenit,  in  quibus  nova  variabilis  introducitur,  non  onmem 
«tatim  spem  ejus  eliminandae  abjicere  debemus,  .cum  istor.casu.  altera 
•olutio  ad  priorem  certe  sit  reductibilis,  etiamsi  methodus  reducendl 
aon  perspiciatur ,  quam  tamen  infra  |.  1 1 9".  cxhibebimus. 

Froblemft     £&• 

fOf.  Si  z  ejusmodi  esse  debeat  fumctio  bimirttm  Tariabilju» 
J^ety,  ttt  posito  d zzizpdx-\-qdy9  sit  9— pX  +  T,  existen-- 
tibi»  X  et  T  functionibus  ^  quibuscuaque  ipsiua  o:,  indoiem  istitt» 
fimciionis  z  ia  genere  inTcstigare.' 

S  b  I  u  t  i  ow 

Cum  erga  ait  d  z  —  p^x-^pXdy-^T^ff^  ttataatttr 
^— r  — ^  ttt  prodeat 

ipia  redttctione  facta  perspicuum  est^   tam  rX  quam 

frX(^^dtfy  ^  ihnctionem  q^uantitatia  U^f^^  Qf^^  ^ 
paaanitta 
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ac  tum  functio  quaeslta  crit  '  *        c 

;  .',--r-^+'--(^^f'i)'  '  '   ''^  ■' 

^u^^ol?  funQtion^m  indefinitam  f:  est  coropleta.     Tum  vero  €iit\ 

!■::'  '^-':Wf^'  ■  ■     ■.'.-. 

•SB4^  Pf^tpit.fpjff?  «t^ue,^ziipX--HT.      Quoniaw  Tero  X  et.T  suiit 
SmctiQnM:  <iatae   ipem  ^.^    formulae  integre^e^f  ^  ^  /^^  *^^w- 


10  2.     Solutio  aliquanto   facilior  redditur    6umendo    ex   condi- 
tione  praescripta  pzn^  —  ^,   unde  fit 

Jam  manifesto  est  ;  . 

:sicque  ipsa  .solutio  praecedens  resultat 

Corollarium     3, 

ro-3--  £odeitt  iimda.xe*ol\Htjpr  pyol)teina>  |8i .  prapoijatur  con- 
ditio  ^~;^Y-f-V,  existcntibus  Y  et  V  functionibus  datis  ipsius  y. 
Tum  enim  erit'       ■      *  ' 

dc^^i-pdar^pi  "i"d<y  -f-  V -3^y  r   ^  ^  =:/ V  3  T-^fP  (d^x>rir  Y^3"y). 
Hic  ergo  fit 
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ct  solutio  erit 

z  =/Y^  -I-  f :  (X  -f-/Yay)  ; 
unde  fit 

p  =  f  :(x+/Yay)  et  if  zzzY  -^Y  f  :(x^/Ydyh 

S  c  h  0  1 1 0  n* 

104.  £x  fonna  solutionis  hic  inventae  discere  poterimns» 
qnomodo  problema  comparatum  esse  debeat,  ut  ejus  solutio  hac  ra* 
iione  perfici ,  et  functio  z  per  binas  variabiles  x  tt  y  exhiberi 
queat»  Sint  enim  K  et  V  fuDctiones  quaecunque  ipsarum  x  et  y^ 
indeque  differentiando 

aK  =  Ldx  4-  Mdy  et  3V  =  Tdx  4.  Qdy^ 
Jam  a  solutione  incipiamus  ,    ponamusque 

2J  =  K  4-  f  :  V, 
eritque  differentiando 

dzzzzLbx  ^tAdy  ^(?dx^Qdy)t :y. 
Cum  jam  hanc  fbrmam  cum   assumta 

dz  z=z  pdx  -|-  4dy 
comparando  ^  fit 

p=:L  +  Pf:V    ct    7=:M4-Qf:V,   erH 

Qp  —  VqzzzLQ  —  MP. 
Quare  si  hoe  problcma  proponatuTi    11C  potfto 

dz  =z  pdx  -4-  qdVf 
£eri  debeat 

«olutio  erit  js  =:  K  4*  f :  V ;    dummodo  M  «t  L  itemqiie  P  «t  Q 
ita   sint  comparAtae^    ut  ait 

VoL  IIL  fO 
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Ldx-\-Mdy=idK  et  Pdx -h  Qdy  z=:  diV , 
verum  hi  casus  ad  sequens  caput  sunt  refcrendi. 

ProbIema'17. 

i0  5,  Si  z  ejusmodi  esse  debeat  functio  binarum  variabilium 
X  et  j/,  ut  posito  dz  zzz  pdoc -^  qdy  9  sit  qzziPx^TL  existentibus 
P  et  n  functionibus  datis  ipsius  p  ;  indolem  istius  functionis  z  in 
geaere  investigare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Cum  igitur  sit 

dz  zrz  pdx  -H  Pxdy  -+-  Hdy ,    erit 
zzzzpx  "{-/(Pxdy  -f-  H^y  —  ocdp). 

Sumatm-  Px  + 11  =  t^ ,    ut  sit  a?  =:  ^^i:^  ^    fietque 

z=px-i-/(t,3<,-f:+^. 

Quare  cum  P  et  11  sint  fanctiones   ipsius  p,    ideoqne  fomula  /^ 
data ,    habebitur 

unde  patet  tam  v  quam  fv  (dy  —  y)    functionem    esse   debere  for- 
mulae  y  —  f -§- •     Ponamus  ergo 

/f  (ay  -  '^)  =  f :  (y  -  /^ .    eritque 

t;z:iPa.H-nc=r:(y-/^). 
et  hinc 

t«m  vero 

:,=/^  _  np+Zf  :(s,_y^y+(:(s,  _/*). 
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Coroltariam      1. 

* 

10  6.  In  solutione  hujus  problematis  itej-um  nova  yariabilis  p 
introducitur ,  cx  qua  cura  y  conjunctim  primo  variabilis  x ,  tun 
vero   ipsa   functio   quaesita   z  determinatur. 

Corollarium      2, 

10  7.  Neque  vero  hinc  istam  novam  variabilem  p  ex  calculo 
elldere  licet,  uti  ante  usu  venit ;  propterea  quod  hic  P  ^t  11  func- 
tiones  ipsius  p  denotant ,  quarum  indoles  jam  in  ipsura  problema 
iugreditur. 

CoroUarium      3. 

108.  Simili  modo  problema  resolvetur,  si  permutaudis  x  Ct 
1/,  quantitas  p  ita  per  y  ti  q  detur  ,  ut  sit  p  — Qy-f-.2,  deno- 
tantibus  Q  et  Z  funetiones  datas  ipslus  q. 

S  c  h  0  I  i  0  n. 

10  9.      In    hoc    capite    constituimus    ejusmodi   problemata  trac- 

tarc  ,    quorum   conditio   aequatione  inter  binas  formulas  differentiales 

(<^)  Z3  p ,    (^)  rz:  <7  et  unam  ex  tribus  vnriabilibus  x^  y  ti  z  ut- 

cunque  exprimitur.     Probiemata  autem   bina    evoluta    ex  hoc  generp 

certos  .casus  complectuntur,  quorum  solutio  peculiari  methodo   expe- 

diri   pote3t,    simulque  ad   formulas    simpliciores    perducitur.      In  po- 

steriori  quidem    relationem.  inter  p^  q  ti  x  lidi  assumsimus  ,    ut  sit 

qr  znPo; -i-II,    seu   ut  in  valoje  ipsius  q^    per  p  et  o?  expresso, 

quantitas  x  unam  dimensionem  non  excedat ;   lu  priQri  yero  ita  vi 

slt  ^izijt>X-4-T,   seu  ut  in  valore  ipsius  q^  per  p  ti  x  expxesM)» 

quantitas    p    unicam   obtiueat   dimensionem.     In  ^eneje    autem   no« 

tasse  juvabit,  tam    quantitates  p    et  x  quam   9  et  ^   inter  se   esse 

permutabiles.     Cmn  emm  6it 
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7§  C  A  P  U  T     IT. 

/pdx  z=z  px  —  /a?3/>t 
loca 

z  —  /{p^x  -h  gdy) . 
crit 

z  z=z  p  X   -^  /iqdy  —  xdpy^ 
Simili  medo  est 

z  zzz  qyt  ^/(pdx   —  y^q)  9^ 
tnm  rero  etiam 

z~px^qU—  /(0?  dp   -^  ydqy 

Quibus  erga  easibu»  una  harum  quatu^r  formularum  integrftfiunf 
redditur  integrabilis ,  iisdem  ternae  reliquae  etiam  iategrationem  ad- 
mittent.  Cum  igitur  in  superiori  eapite  primam  formutam  resolre- 
rimus ,  si  p  rel  q  quomodocunque  detur  per  x  ^t  t^\  ita  eodem 
modo  resolTetur  formuta  secunda ,  si  q  per  p  ^i  y  ^  tertia  autemi 
si  p  per  :i?  et  ^5  at  quarta  si  vel  a:  per  p  ti  q  Yel  y  pcfr  p  ct 
q  utcunque  datur ;  quae  quaestiomes  cum  generaliter  expediri  que- 
antjt  eas  in  sequentt  problemate  evolvamua^ 

Problema      fff. 

IIO.  Posito-  "bzzizpd^x  -^qdy  r  ^i  relatio  fnt^r  p^  q-  tt  x' 
aequatione  quacunque  definiatur,  indotem  functionis  z^  quemadmodumi 
cx  binia  variabiiibua  x  et  y  determinetur^    ia  genere  inyestigare. 

8ol  ut  10*. 

Ex  aequatibne  intcr  p  ^  q  et  x  proposita  quaeratur  vaFor 
ipsius  X  qui  functioni  cuipiam  ipsarum  p  et  ^r  aequabitur.  Cum 
jam  sit 

z  =z  px  4-  qy   —  /Xx  dp  -*-  udq}f 

quoniam  x  «at  funcUo  data  ipsarum  p  tt  q^  fonnula  xdp  intcgre-. 
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tw  suinte  qnantitale  q  constantc  ^    sitque 

et  erit  T  functio  oogmta  ipsanira  p  et  q\  qtta  differentiata  prodeat 

irtn  S  qttoqne  erit  functio  data  ipsainiiu  p  et  q.  Quia  jam  forma 
/(P^dp^^ydq)  integrationem  admiUere  debet ,  aeqoabitur  formae 
V  4-  f*9^    udd^  differetttiando  conduditw 

xdp  4-  ydq  =  ^dp  -h  Sa^  +  3i<^:9r 
ideoque 

y  m  S  -H  f :  ^  et  z  rr  pa:  -f-  ^  —  V  —  f :  ^ ,.    setr 
«  zi:/>:r  -f-  S^  -(-  9 f  : 9  —  f:q  —  V. 

Solntio  ergo  ita  se  habet :  primo  ex  condltione  praescripta  datur 
SF  per  p  et  qy  tum  sumta  q  eonstante  sit  V  zzifx^^p ,  ct  Tjcisslnr 
dVmrcd/i^-Sd^;  inyentis  autem  V  et  S  per  p  tX  q  ^  reliquae 
quantitates  y  tt  z  ita  per  easdem  exprimentur  nt  sit 

ymS-Hf^:^  et  zir:/>a:-4-S^-»-yr^9^— f:^— «V^ 

quae  solutio ,  quia  f :  q  functionem  quamcunque  ipsiua  q  aive  con*- 
tinuam  sive  discontinuam  denoiat,  utique  pro  completa  latiaaimequr 
patente  est  habenda^ 

A  I  r  t  e  r. 

f  Hv  Vel  ex  aequatione  inter  p,  q  tx  x^  data,  qu«efatur 
Talor  ipsius  p  per  x  tX,  q  expressus  ,  ita  ut  p  aequetur  functioni 
cuipiam  datae  binarum  TaciabiKum  m  et  q^  per  quas  etiam  reliqu«# 
quantitates  y  t,i  z  definire  conemur.     Ad  hoc  utamur  fbmular 

«  =::  ^y  -h  /(pdx  —  ydq)  r 
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78  CJAPUT     IV. 

et  quia  p  est  functio  ipsarnm  x  ci  q  ^    dabifar   ^nmdcm '  eju$mo<£ 
functio  V  ut  sit 

av  z=i  pdx  -f.  Ra^. 

Statuatur*ergo 

f(pdx  —  ydg-)  =  V  -+-  f  :  ^, 
eritque 

y  — —  R   —  f  :  q    et    s  —  ^?/  -f-  V  +  f  :  7. 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  ura      1. 

112.  Utraque  Isolutio  aeque  commode  adhiberl  potest,  si  ex 
relatione  inter  p  ^  q  ti  x  proposita ,  tam  quantitatem  x  quam  p 
aeque  commpde  ilefinire  liceat.  Sin  autem  earoun  aiter^i  commo* 
dius  definiri  queat ,  ea  solutione ,  quae  ad  istum  casum  est  accom- 
modata ,  erit  utendum. 

Corollariura     2. 

113.  Sin  autem  neque  77  neque  x  commode  elici  queat,  tum 
nihilo  rainus  hic  resolutio  aequationum  cujusque  ordinis ,  quin  etiaTH 
transcendentium    tanquara    concessa    assumitur.      Caeterum    etiamsi  q 

facile  per  p  et  rt?  definiatur,  hinc  calculus  nihil  juyatur. 

i 

Corollarium      3. 

114.  Ex  hoc  problemate  utpote  latissime  patente  etiam  bina 
praecedentia  resolvi  possunt ;  solutio'  autem  hinc  inventa  a  praece- 
dente  discrepabit,  cum  illa  ex  raethodo  particulari  sit  deducta:  ope- 
me  autein  pi^eti^ura.^eck,  iban  rdupIiMS -«(^UitioiM*  i»ter  H^  conipnrare. 

'  *'  •         .  ^  '  '      '     '    *  '         ■, 

•   -^^*     ..».:.-.   tE  X  ete|i  Im-m      1. 


*  j  .*  •. 


115.      Si  fuerit  q  zizpX-^T^    existentibus  X  et   T /unctionibics 
ipsius  X  ,  indolftn'  funciionis  i  mvestigdi-e. 
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Hic  solutione  utendum  est  poeteriori,  pro  qua  est  p  — — ^— ; 
Httnc  posita  q  constante  prodit  \ 

hincque 

unde  solutio  his  formulis  continetur 

solutio  autem   superior  ita  se  habebat 

q=zpX^T,  q-i^;{y^f^-Q  et  2=-./^h- f:  (^Vy)' 

S  0  h  o  1  i  o  n» 

^116.  Consensus  harum  duarum  solutionum  ita  ostcndi  potest, 
ut  ex  ea,  quam  hic  invenimus,  antecedens  per  legitimam  consequenr 
tiam    formctur.      Cum  enim  sit 

statuatur  brevitatis  gratia  y  ^j-:^^  zzzv ,  ut  sit  (^  :q  ZZ  ^  V:,  ^tit 
ergo  vicissim  g  aequalis  functioni  cuidam  ipsius  v ,  qua^e  ponatur 
q  zzi  'F^  :v  ^  unde  fit  dq  =  dvF^^^xv  y    ergo 

dqi^  :q  =z—vdvF^^:  i;  =  ~  i/^  .  F^ :  i; , 
«rgo    Integrando 

f:qz=:'-^fvd  .1'  :v——vF^:v  -^fdv  .F^;v—-^vF^  iv-hF  :v. 

Quare   cum  sit 

—  —  f^  ^vF':v  —  vF^:v-\-F:v , 


z 
z 


jseu 


quae  est  ipsa  solutio  praecedens. 
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£  X  em  p  lum     2. 

1  i  7.     Si  fuerit    q  —  Px  -j- 11 9    existentibus  P  et  H  /unctioni^ 
bus  datis  ipsius  p^  indoltm  /imctionis  z ,    ut  sit 

dz  rr  pdz  -f-  ^dy, 
investigare. 

Hic   solutione   priori    utendnm ,    cum   8it    x  rz:  ^'^— .     Sumto 
ergo  47  constante  quaaratur 

tmde  fit    - 

8  =  0  =  /V- 
ftolfiti^  ergo  praebet 

ihre 

Solitti^  ftutem   ejusdem  casus  supra  (106.)  inTcota  erat 
Atque 

Scholion     1. 

118.     Videamus   quomodo  solutio  hic  inrenta  ad  «uperiorem 
reduoi  queat     Cum  ibi  invenerimus 

fi«iMim  g  aequabitur  functiom  quastitatb  y  ^^  f^  ^  poaatur  ergo 
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sit  ircvitatis.  graiia  v  —  f  J  znv  ^    xA  fM 

q-zrY^:v    ct    t^zz:^:^^    crit 

F  :  V  zizfqdv  z=:^v  -   fvdq  r=:  qv  '" —  Jdq  f::  q.  *  '     * 

Ergo  F  -.  i;  —  91;—  f :  ^ ,    ita  ut  sit  ' 

f:y  =  9(y-/^/)-F:(y-/^^,   >scu 

f:<3r=(2^^/V)F^:(y~/VO  -  F  :  .(y  ~ /^^; .         . 

Quibus  Talpribus  substitutis  habcbimus 

-(!'-/^)F':(S'-/?)*F:(s,_/?J;),    «„ 
»  =  -e^|F';(:,-/^^)+/"^'H-P:(j,-/|£). 

^ae  «eat  ipaa  -solutio  natc  inventa.  .       .„  -- 

ScholioYi     2.  .^ 

119.  ^oc  conscnsu  ostcnso  ctiam  conscnsum  «upra  obscrvi- 
tum  {.  10  0.  demonstrarc  ^oterimus  ,  qut  tniiko  mugis  absoonditua 
yidetur.      Altera  autem  soluiio  ibi  invcnta  crat 

pa:=:F^:(^— /p)  et  z  —  px+^:(JL  ^  ip^^ 
-  ex  quarum    formula  ,priori   patet,    forc  vicissim   -^-  — Ip  functioncm 
ipsius   px\    hinc    ctiam    ^  —  Ip  -^Jpx    scti  ^^^'^^ux-  aequabltuf 
fcmctioni    ipsius  px.      Dcnuo  cr^o    yicissiin  px    acqpabitur    funcliuoi 
cttipiam  ipsius  ^-^lx. 

a.F:(-^^-/;»)r=:(^ff-^^;-)rt<^--/).),    erit    '  .  " 
Yol.  IIL  11 
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Jat^  pro  px  subsdtuto    varore '  f^*:  (^ -+- /r} ,   obtfncbftur 

ita  ut    hinc    fiat    z  ~  f  :  (—  -h  /^) ,    quae   est    ipsa   solutio    altcra. 

Hac  igitur  reductiorw  haud  parutn  lurninis  accenditur  ad  alia  mj- 
steria  hnjus  generis  investiganda.  Summa  autem  hajus  ratiocinii 
huc  i^dit,  .ui  sl'fucrit  rzzz(^'tSy  fbre  etiam  r  ~  F^  :  (^- -+- R)  de- 
ootante  R  funclionem  ipsius  r ,  quod  quidem  per  sc  csl  evidens» 
ijuia  utrinquc  r  pcr  s  dclcrminatur.  Cum  crgo  sit 
{":  s  —  r  =1  F'  :  (s  4-  R)  .    erit 

f  :  s  :::zfdst  ;.  s  ^  frd^'  =^/r  Qs  ^dR  --  dRX 
=:/ids  -h  ^R)  F'  :is  ^  R)  —  /rdR, 
ideoque 

i  :  sz=  V  :\s  -j^  K)   ^  /rdKi 

unde^  loco   functionum  quantitatis  s^   functiones  quant!tati6  s  -^  R  in* 
troduci  possunt.      Scilicet  si   fit   rzizCis  sumti   poiest 

r  "=  F'  :  (j   .+-  R-) 
cxistente  .R   funciione   quaeunque  ipsius  r ,  tum  vcro  crit 

f  :,  s  =:  F  :  (^   -t-   R)  —  /RdR. 

£  X  e  m  p  !  u  m     5. 

42  0^  Posito  dzzzipdx--^^  qdy  ^  si  x  ctequetur  /tmctioni  ho* 
mvgeneae  n  diinensionuin  ipsarum  p  et  ^,  indolem  func* 
tioniS'  z  investig.are.. 

Cum  X  dfetur  per  p  tt  g  ^  utendum  crit  solutibne  priori ,  ct 
•b  «~  funciioni  homogeneae  n  dimcnsionum  ipsarum  p  et  ^,  po* 
natur  p.zsz  q  r  ^    fietqge  ^  =:  ^*^  R ,    ^xistentc  R  (uautione  ipsius  ^ 
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^antunii      Sumatur  nunc  g  constans.    et^  qttaeraUir 

«ritqtte 

quod  inWgralc  datur.      Hinc  difFcrcntianclo  erh 

^    '      av  =  9*  '+-^  Rar  ^  (n  -h  1 )  9^  a^/Kar^  *  .  :      ' 

^uae  ut  cum 

3V  :=:  a:^p  -j-  S3<7  =:  q^.Tidp  4-  S^^y 

comparari  possit\,  quia  ob  dp  :=,  qdr  -^  rdg  cst  .* 
av  c=:  v'''^  '  R^^  H-  7"  ^rdg  z=.  Sdg  ,  erh 
S  —  —  q^^Rr  4-<n  -h  1)  (Jf^/R^r  ; 

unde   fit 

Sr  :==  —  ^^^R'*  +  C'*  -H  O  7VR3'-  -4-  T' :  ^ ,    ct  x  rr  ^/'•IV, 
aiquc 

z  r:::  ng^^^^/Rdr  ^  qf  :q  —  f :  9  ,    existcntc  /1  —  qr^ 

Corollarium      li 

121.      Sit    ar  rz:  ^ ,    ct  posito.    p  zn  qr   erit   :r  ^n  r^  ,    idco* 
que   n  —  0   ct  R  —  r^  ;    unde  fit 

»  =:  9^  4^ :  7  —  f :  y, 
Quare  ob  r  ^  o?^  ,    crit  y  =  ~~  a;    ^      ^tiq^^ 


C  OT  0  1 1  ar  iu  m      2. 


122.  .  £a4cm  casu  efg»  q|iio  o?  iip  ^^ , /acqtiabitur  q- 


•futictioAi 
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•4  GXFUT    Vr 

qnantitatis    y  •+-  --^lrrj  ^    ^      t   q^*^  quanlitas    ti   ponatur  i:r  t^  ct 
q  zzlF'  :  3  r    ut  'slt  v  nf  f^  :  V'»   •eKt       * 

f :  q—/di{ r  :  </  ^fvbvY'' :  v ,    ob  ^q  z=l dv¥''  :v\ 
unde  concluditur 

f:^  =  t;F^:t;~F:i;  ct  r.z::iF:i;  — F:.6/  -4--—        «    ). 

.  Kx  e  n3  p  I  u  m      4. 

123..     Ditarum  VtxriubUiUtn  x  ct  y   cjitsmodi  /Unctioncm  z   U^ 
vestigaye  ^    ut  posUo 

^s  — /;Jjr  '\^qdy  Jicit  p^  -f-a?^  zZLSpqx. 

Considcretur  forma 

z  —  qy  -«h  fipdx   ^   f/3(7) , 

ubi  jam  formulam  pdx  —  y^dq   intcgrabilcra    reddi  oportet     Statua- 
tur  pziznx^    et  conditio   pra^scripta  dat 

X  il    ^  u^)  zzz   3qu; 
unde  fit 

•  ^  —   I  ^  m»  "  ^'  —  I  ^  «•♦ 
tum   vcro' 

sicque  habebitur 

rm^v  ('  —  ^»*) s*?-?  (j_±  4«')        r  3?  (« -h4ii»)  3» 

/      (\-H«')»       —    aC.H-V)»""*/       i,-j-«.j«— * 

Ergo 

Qpnvt  ntcetse    est  csse  ^^   ftinctl6nfttn    ipsiu«  ^    tanlira',    qufte 
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qnibus  tribus  aequationibus    si  eliroincntur    binae  quantitates  o  et  n, 
orietur  aequatio  inter  z  et  x\  y,  qiiae  quaeritur. 

'  ■       C  o  r-o  1 1  a  r  1  u  m      f . 

124.    Ex   aequatione  pro  «  inventa  collieitur  — —  :r  ^=^^=1^ 
aequatio  autctn  pro  z  inventa  abit  in  hanc 

quae   eliso  u  transmutatur  in   hanc 

zzz:  — ^y  — 2^^:7-1  (y  +  f:^)»4-f:y; 
tum   vero  est 

^=^  —  «Cy-f-f':*/), 
unde   reperitur  u=~f-.^    hincque 

X  3  r=:  3  ^  ( f, -h  r  :  0  *  4t  (y  +  f  :^)  * . 
CoroItarium2. 

128.      Si  sumamus  r  :  7  —  a  ,    erit  f :  7  —  07 -f-*.    ct  po-  | 

«trema.  aequaUo    praeM    ^^f^ijf^'.     Cum  ^einde  ,pro  b^c  I 

easu  fiat  ! 

; ;  *  ~  —  ^y  -  «<7  —  Ky  -h  «)*  -h  6 , 

proTcnicft  loco  9  valorem  invenium  substituendo 

Z  —  »»  Qy  -»-  g)  —  (>  ^  g)»  —  auc*  j 

» 

C  or  ollari  um     3« 
126.      Cum  in  genere  sit  * 

x^  —  iy  -f-  f  :  q)^<y^^  H -^  ^  '  0 . 
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««  CAPUT     IV. 

ponamns  f :  j7  —  a  —  89,   ideoqac  tiqziib  -4- «7* -^  ly^ ♦  «  ^^ 
•(y-4-a — 39)'  =  ^!^»    critque 

Hinc  ergo  prodlt 

ttque 

seu   z  —  b-iy(y^a)^->^^^l-^-^—^-^aq^\.qq, 
cl  facta  reductjone 

z=:6^-|(y-f-a)^  ~  |  ^/^  (y -rf- a). 

CoroUarium     4* 

12  7-     Quodsi   hic   sumatur    a— 0    ct  6  ~  0  ,    crit   pcr  cx- 
prcssioncm  satis  simplicem 

'  z  —  lyy  -^  l  x/xy  ; 

^ac  ^uomodo  conditioni  pracscriptac  satisfaciat ,  ita  apparct.      Per 
differcntiationem  colligitur  ^ 

/>  =i<^D  =  -  /-»  «'  V  =  (rp  =  { y  -  f/i,- 

liincqtte 

p^  -f-  a:^  iz:  —  xy^xy  4-  a?^ ;    at 

3/>9  ~  xo[>   —  yV^y  »  *  idcoqnc 

Zpqx  ZZL  x^* ' —  ^iy^xy  i    wgp  :    v 
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CAPtTrT     IV.  M0 

SQhoHon..-  ,     ^ 

12  8.  Successit  ergo  solutio,  quajido*  aequatio  quaecunque  in*» 
(tr  p  y  q  ti  X  proponitur ,  etiamsi  casibus  y  quibus  inde  neque  x 
neque  p  elici  potcst,  difTicurtas  quaedara  Testat,  quae  autenr  resolu- 
tionem  aequationum  finitarum  potissimum  afBcit ,  quam  hic  merito 
concedi  postulamus.  Intcrim  ex  postremo  exemplo  perspicitur/  quo- 
modo  operatio  sit  instituenda,  si  ope  substitutionis  idoneae  aequatio 
proposita  ad  resotutionem  accommodari  queat  ^  cui  aulera  negotio 
hic  amplius  non  iramoror.  Neque  etiam  eos  casus,  quibus  inter  p^ 
q  el  y  relatie  quaedam  praescribitur^  hic  seorsim  erolvam,  cum  ob 
permulabilitatem  ipsarum  o:  et  y ,  qua  etiam  p  et  q  permutantur, 
hi  casus  ad  praecedentes  sponte  rerocentur,  Superest  igitur  ca- 
sus ,  quo  aequatio  inter  p^  q  ct  z  proponitiir ,  ubi  quidem  statim 
manifcstum  est ,  in  aequatione  dz  zzz  pdx -h- qdy  quantitatcs  p  et  q 
non  uti  functiones  ipsarum  x  tt  y  spectari  posse ,  quoniam  etiam 
a  s  ^>endent ,  neque  ergo  carum  indoles  inde  determinari  poterii, 
ut  formula  pdx  -f-  qd^/  integrabilis  evadat.  Verum  sine  discrimihe 
conditio   ea  est  definienda  ,     ut  aequatio    diiferentialis^ 

dz    —  pdx   —    q^  zn   0 

fiat   possibilis ;    ad  quod  ex  principiis    supra  stabilitjs    §.    6.    rcquirU 
tur,    ut  posito 

Quare  proposlta  aequatione  quacunque  intcr  p^  q  et  z,    cas  condl-* 
tionea  in  g^enere  invesUg^are  opoi;tet «  ut  liuic  requisito  satisfiat 
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)i«  x:aput    it. 

Pro^blema      19- 

iitp^      8i  jposiio  d^  zn  phx  -4-  <fby    dcbeat  «ssc  p  -f-  7  rrz  ~  ^ 
relationem  funetionls  js  ad  vaiiabilcs  jc  ci  j/  in  ^encre  inTcsligarc. 

.  S  o  I  u  t  j  ©• 

Cum  slt  9  ~  —  —  /> ,    aequatio   nostra   hanc  induet  ibrmam 
dz  —  pdx  —  pdy  -4-  ^^^ ,    scu 

pQx  -^dy)=i  ^^^  :=  ^.(5  ^  ^. 
Quoniam  igitur  ambae  formulae 

ao:  —  ay    et.    ^   -  ^ 
per  se  sunt  integra*bi!cs ,    ob 

necessc  est  ut  -^  sit  functio  quantitatis  x  —  y,  ponatur  erg<i- 

|-z=f  :(x  —  t/),    ut  fiat  /z— -J=  f:(af— t/). 

Definiri   crgo    potest    z   per    a;    et  t/,    et    cum    sit   e^=(* — >)    etiam 
fimctio   ipsius  x  —  f/,  si  ea  ponatur  rir  F  :  (a-  —  «/) ,    erii 

y_ 
z  —  «  «  F  :  (a?  —  y)  ,    undc   fit 

Qzrp^c.^F^r^^-^i,)    ^t 

,  j:  >. 

ideoque 

ott  requiritur* 
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CAPUT      IT.  89 

Corollarium      1. 

130.-  Ex  hoc  exemplo  intelligltur,  quomodo  certa  functio  ip- 
tarum  p  ei  g  quantitati  z  aequari  possit ,  etiamsi  p  et  q  sint 
functiones  ipsarum  x  et  y.      Simul  scilicet  ratio   integralis  formulae 

dz  zz:  pdx  -^  qdy 
introducitur  in  calculum« 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  um     2« 
y_ 
.131^     Forma   e^  F :  (x^^y}    pro    valore    ipsius    25  inrenta 

per  functionem  quamvis  ^ipsius  x^y  muUiplicari  potest.     Si  ergo 

multiplioemr  per 

X  —  y  x^ 

e-*     ,    fit    «  =  ^*  F  :   (a:  —  y), 

Sin  autem  mukiplicetur  per 

» —  y  •  ,         x-^y 

e  "    ^    fit    z  izz  €  -«^ '  F  :  (o:  —  y) , 
quae  formae  problemati  aeque  satisfaciunt. 

Problema     20. 

132.  15i  posito  dzznp^-^qdy 9  quantitas  2  aeqnari  de« 
beat  functioni  datae  ipsaruia  p  €t  q  ^  indolem ,  qua  z  per  x  et  y 
definitur,    in  genere  investigare. 

S  ol  u  ti  0. 

Ex  formula  proposita  habemus  3^  =  ^  — — ;  statuatur  pr^r, 

ut  sit  z  aequalis   functioni  ipsarum  ^  et  r,    et  ex  dy—  —  ^rdx 
clicitur 

V,   „f '^^'■^'^^^^^-'^'■^' 
YoL  III.  12 


Digitized  by 


Google 


90  CAPUT     IV. 

quam  forraulam  integrabilera  reddi  oportet.  Cum  igitur  z  sit  func- 
tio  data  ipsarura  qr  et  r,  posito  r  constante  quaer^tur  integrale 
forraulae    ^  ^  ,   sitque 

/f  =  V  •+£:,. 
unde  difFerentiando  prodeat 

av  =  ^^  -4-  R9r, 
ac  jara  patet  esse  debere  ar  zz  R  -|-  f  :  r  ,  indeque  obtineri 

t/  —  |-   —   Rr   —   rf r  4-  V  ^  f  ':  r, 
quibus  duabus  aequationibus  retatio   inter  quantitates    propositas  de* 
terminatur.     Primo  igitur  posito  p  rz  qr^  datur  %  per  q  ct  r.    Dc* 
inde  sumto  r  constante  integretur  formula   — ,    sitque  intcgrale  rc- 
sultans  Vin/^^,    quod  etiam   per   ^  et  r   datur;    unde   sumto  q- 
constante  coUigitur  R  zz:  (^) .     Quibus  inventis  erit 

a:n:R  +  f  :r  ct  ^  zr -5- —  ro: -h  V -f- f  :r, 
sicquc  omnes  quantitates  per  binas  variabiles  ^r  et  r  dcterminantin:. 

CoroIIarium      i^ 

13  3.  Quia  perrautatis  a;  ct  y  litterae  p  ^t  q  pcrmutantur, 
simili  mo<k>  nosiram  investigationem  incipere  potuisdcmus  ab  ae- 
quationc 

similisquc  solutio  prodiisset ,  quac  quidem  forma  diversa  at  re  can* 
gruens  esset. 


C  or  0  Ilar  ium      2. 
iZA.     Jam  scilicet  posito  qznps^    ut  sit 


3a?  zz  ^  —  ^ay,    erit 
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CAPUT     ly.  gj 

Jam   sumto  s  constante  ponatnr  ffP-  =r  U,  q„ae  qunntitas  per  ;,  et 
*  determinatur ,  ex  ea  vero  prodeat  (|")  — S,    erit 

y=:S+f  :*  et  a:r=|  ^  jy  +  U  +  f;  ^. 

Exempium     i. 

13  6.     Si   esse    debeat  p^qzn^,    solutiomm  pro   hoc   casu 
exhibere. 

Posito  p=zgr,    crit  «=:a^(l+r),    nunc   sumto   r   con- 
stante  erit 

Y=f^  =  a(l  +r)l9  et  K  =  (^)  =  alg. 
Hinc  reperitur 

xz^alq-hf^ir,  et  y=Zj -~arIq^rf:r-^aCl-^r)lq^{:r,  scu 
2^  —  a  (1  4- r)  +  a/^  _  rf  :  r -h  f :  r. 
Si  hinc  q  elidere  velimus,    ob  ^rn:--^— -  solutio  his  duabus  ac- 
quationibus  continetur 

Unde    sequenti    modo    praecedens    solutio    clici    potest  ,    ex    forma 
priori  est 

f -'i=-^(t  ^/O-hyi^ir^funct./-, 
ex  ambabus  vero 

y  —  a:zi:a(l+r)  —  (l+r)f:r-4-f:r  =  funct.  r. 

X 

Cum    crgo   tam  —  —  Z^  ,    seu  se      *,    quam  j^  — o?  sit    functio 

ipsius   r ,    altcra   forma   aequabitur    functioni    alterius ;    unde   statui 
potest 


•• 
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93  CAPUT    IV. 

^^  —  -' 

%e      *  rrF  :  (j/  —  a?)  ,    seu  zzze*  F  :  (y  —  x)  , 

quac   CSt  solutio   ante   inventa^ 

Exemplum     2. 

136.      Si  posito  dz  ziz pdx -^  qdy   debeat   esse   zzzzapq^    rela- 
tionem  inter  x^  y  et  z  investigare, 

Posito   pzizqr    erit    ziz;  aqqr ^     ct   surato    r    constante  sit 
Y  -_  y £3^  _  ^^^^  hiiicque  R  zzi  (j^)  zn  aq.     Quocirca  habebimus 


X 


=zaq'-\-'f:r    et    y  —  aqr^—rf^ir-^^iir^ 


seu  ob  r  —  —  ,    erit 

aqq 


% 


xz=:aq^f:^  et  j/rz-^  —  — f:  — ^f: 

'  a^g  «^  ^  aqq         aqq  aqq 

Hic  in  genere  notemus  si  sit  f:rz:zv,  ponamusque  r  — F'^:i;,  ob 
dr  —  dvS^^ :  i; ,    fore 

f :  r  —/dr^ :  r  ziz/vdv^^'' :  t;  —  t;F^ :  v  —  F  :  t; ,    seu 
f :  r  —  rF'' :  i;  ~  F  :  t; ,    hincque 
f:r  —  rf^ :  rzzz  —  F:i;. 
Quare  cum  sit  f:rzzzx — aq^  si  ponamus  rzzzF^:(x^aq\  crit 
f ;  r  —  r  f :  r  zz  ~  F  :  (a:  —  ay)    ct 
y  zzz  aql''  :  (x  —  aq)  —  F  :  (a?  —  07)  ,    atquc 
z  ZZZ  aqqT^  :  (x  —  aq) . 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

137.    Hae  poatremae  formulae  ita  statim  €Z  ^eouditiona  ^ntc* 
'^tionis  elici  possunt.     Nam  oh  pzzz  ^  crit 
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CAPUT     IV.  ii 

^^  =  ^  +  gdy.  et  a.y  =  ?;  -  ^r 

biQcque 

ubi  manifestum   est  esse   J  functionem  quantitatis   qr  —  i^ .     Quare 
posito 

f,  =  r^:(^-   5),    crit 
y=  f   -4-F  :(y-^). 
Quin  etiam  indidem  afia  solutio  deduci  potest  ponendo 

quae  posito  zr^^v  abit  in 

dx  r:z  ^  (.vdq  -+-  ^^v  —  qdy') ,    unde 

ar  =z  aqr  +  /^  Cai;  —  ay). 
Quare  ponatur 

^  z=i»f  :  iv  --  y),    eritquc 

X  -^  aq  -^-  i  i  (ju  —  y)  , 

Jam  restituto  valore  v  ziz-—  habebitur 

'^^  f  :  (-5.  _  y)    et  ar   -  a^  =  f  :  (^   -  y). 

Prima   autem    solutio    ad  eliminanda  ^  et  r   e$t  aptisslma   in  exem* 
plis.      Si  enim  ponatur 

^  i  r  —  ^  -^-  c,    erit  f  :  r  n:  2byr  4-  cr  -f-  rf; 
binc 

z  =z  aqqr    et    x  zz:  aqr   ^-  ^  -|-  e  , 
atqae 

y  zr:  aqr  4-  6j/r  +  c^» 

Jam  ob  rzz:  —  fit 

aqq 

X  z=Z  aq  ^  bqy/±  ^  e    tt    y  z=:  ^  ^  Ly/JL^d, 
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94  CAPUT     IV. 

Hinc 

«  -  c  =  7(a-|.  i^  et  y  -  d  =  i(a+%'), 

et  multiplicando  iliditur  q^    fitque 

ita  ut  sit 

b  -f-  -/az  =:  }/(a;  —  c)  (y  — d)  » 
et  proinde 


(36— e)(y— <0~a6i/(g  — c)(3>  — d^^^-M 

« -  » 


quae  si  6  =:  ^  z=  <?  =  0  dat  casum  simpliciasimum  s  zz  -— 


«y 
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CAPUT    V. 

DE 

RESOLUTIONE     AEQUATIONUM     QUIBUS     RELATIO     INTER 
QUANTITATES  (|D,  (||),   ET  BINAS  TRIUM  VARIABI- 
LIUM  X,  y,  z  QUAECUNgUE   DATUR. 

Froblema     21. 

138. 
Si    posito  ^znpdx  -f-  qdy-»  debeat  esse  px  -^qy:=.0,  functionis 


z   indolein  per  o;  et  ^  in  genere  investigare. 


S  o  1  u  t  i  o. 


Cxm  sh  q  zzz  —  " ,    erit 


seu 


^y  yyr        '^^  y 

Unde    patet  py    esse    debere    functionem    ipsfus  ^ ;    ac   si    ponatur 

py  Z=L  r  :  5,    fore    z  z=  £  :  f  • 
Perpetuo  scilicet  in  designandis  functionibus  hac  tege  utemur,  ut  sit 

sieque  porro      '  ,  ?  . 

d.t  IV  —  dvV^  IV  et  d.f^:v=z  dvf^^:  y,  etc.         ^ 
At   f  •  y  denotat  functionem  quamcunque  homogeneam   ipsarum  x  et 


Digitized  by 


Google 


96  CAPUT     V. 

y  nullius    dimensionls ,    a<x  si  z  fuerit  talis    functlo  qaaecunquCt    ct 
differentiando  prodeat  ^z  ~  pd:c  --j-  q^^y ,    semper  erit 
p  X  -^  (]  y   —  G. 

C  o  r  ol  la:;i  um     1. 

13  9.     Quodsi  €rgo  »  fuerit  functio  homogenca  nullins  dimen^ 
«ionis   ipsarum  o?  et  j/,  ob^ 

quam  veritatem  quidem  jam  ^upra  elicuinras. 

Corollarium     2- 

140.  Tum  Ycro  cum  5it 

p  =  ^-  f  :  i    .t    ,  =  =f  f  :  i, 
«rit    p    functio    homogenea    ipsarum    x  ei  y    numerl    dimensionem 
~ —  *>  ct  si  sit  qzn^^^  ,    ipsa  futtctio  «  xeperitar  «x  integra- 
lionc  z  ^izjpyb .  —  •  ' 

Scholion, 

141,  ISimili  modo  solvitur  problema ,  «i  poslto 
dz  :=.  pix  ^qdy, 

fieri  debeat  mpx  -4-  n^-y  :=z a,     Tum  «nim  ob  .7  =z  jp  — .^ ,   erit 

az  =  f  +  p-bx  -  ll^fiZ,    «eu 

^^  -—  f[^    I    tf  /«3« ^i^\ ; ^Oy    ,    ,  f>^.  ;j    «^  . 

tnde  solutio  praebet 
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fT 


Qnia  «ttam  hoe  ^eneralios  problema  TesolTi  poteBt,  quo  «sse  debet 
pX  4-  ^Y  nr  A,  cxistente  X  functione  ipsioa  «,  et  Y  ipsiut  j^. 
Cum  «ntm  inde  fiat  9  r=:  y"  —  ^  *   ^"^ 

SUtiii  «rgo  debet 

,X  =  f  ,  (/1  _  /^. 

indeque  fit 

.  =  A/^  +  n  (/5  _  /^. 

pTobletna     22. 

142,  Si  posito  dzzrLpdx  -^ydy^  dcbet  tsse  *  aeqtiale 
Ainctioni  datae  cuicnnque  ipsarum  x  ^t  y^  Indolem  funetionis  z  in 
genere  inrestigare. 

Solutio. 

8it  V  jsta  functio  data  ipsarum  x  ^t  y^  ut  slt  ^rrjpV,  ct 
habebitur  dz^p  Qx  -+•  V^y),  Dabitur  jam  muliiplicator  M  itidem 
functio  ipsarum  x  et  t/j  ut  M  i^x  -+-  Vdy)  fiat  integrabile.  Pona» 
tur  ergo  M  (3a: -f- Vdy)  m  3S  ,  ac  dabitur  ctiam  S  functio  ipsa» 
rum  X  et  y.  Cum  ergo  sit  dzzn  —  j  perapicuam  cst,  quantita- 
tcm  -^  aequari  debcre  functioni  ipsius  S,  ^uare  si  ponamus  ^z:f«  S, 
fiet  :»  :=:  f :  S  ^    indeque  erit 

p=:Mf:S    etynrMYf^iS, 

CoroUarium      1,     ' 

14S.     Hoc  ergo  casu  functio    quaesita   z  statim   mTenitur  per 
X  et  y  expressa,    quoniam  S  pcr  x  ti  y  datur.      Fieri    autcm    po- 
test,  ut  S  prodcat  quantitas  transcendens ;  quin  etiam  ut  per  metlia* 
dos   adhuc  cognttas   multiplicatot  M    nc   inveniri  quidem   )30SSit. 
Vol.  lll.  13 
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^  '^" i'AJt*.    'ii  tJsit  Ynirciio    nuUiui    di;xien.sroni8    ipsnnim    x    et  y, 
erk  M=r ^ Seu  pojuo  a?  r£i»/',  fiet  VfunGlio  ipsioi  V,  et 

Gapiatur    M  =  ^Tc^-Vv)  '    ^''^^-    '/  ;        t       :.•'■■ 
95  =:  ^  -f-  ^^ ;    ""<i«  repeiitur 


S  c  h  o  r  1  o  «. 

".     .     £45.      Ob  permutabilitatem  ipsarura  p  et  x  item  ?  ct  y,    si- 
miil  modo  sequentia  probremata  resolvi  possunt  • 

I.     Si  debeat  esse  q:=ixY,    existente  T  fuBCtioac  quacunque 
ipsacum  p  et  jr,.  consideretur  forma 

'  :^z=:p3r-^f(Sldy  —  xdp')  znpx-^-fx  (Jdt/-  dp)^ 

Guatratur  multiplicatqr  M »    ut  sit 
.  M  iydy  —   »  =  ^S » 
*»it  ai.functio  ipaaioi»  p  et  y,    atqw 
l:\~  i  ,z., ;;;=.,  px  -hj  ^-'r     . 
ex  quo  conigitur  bacc  solutiO' 

^  —  f  :.  S    ct    ^  =:  ;»Mr 


5  -f^  f  ;  5. 


11.      Si  dcbeat  eaee   y/=z  pY  y    existeate   V-  fimctione   quacun- 
que  ipsarum  x  et  q.     Considcretur  forma 
■ ;     '       ' 'z^.qy -H / (pdx  —  ydq)  ^zqy-^fpOx-^  Yd<^, 
.  Qttaeratnr  multipricator  M  ,    ut  sit 


:  * 
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;«l 


crit  S  fuActio  ipsarnm  ir  "«t!  7 ,    tet'' 


--r 


z  =z  gy  -+-  f 


P^. 


<2uar«  fit 


^  ='f  3  S    et    a  =  ^y  -H  f  :  S, 


seu  ob   p  1=  •!-,    erlt 


y"=:  MVf  :  S    et    z  ==  ^MVf  :  5   ^"f:  -S. 


■.'S 


•x9S. 


ITL     Si  debeat   csse  y  ~  a?V ,    existente  V  ftMicti<me   ^uMtt^' 
qae  ipsaram  p  et  9 ,  «onsideretur  fiaec  forina 

z  z=z  px  -^  qy  —  /  Cxdp  4-  JcYdg),  :  *  * 

Quaeratar  muUiplicator  M  ,    tft  'fiat ' 

M  op'.-+.  va^)  =  as, 

erit   S  functio  ip.sarum  />  «t  .9 ,    et 
z  =:  px  -^  gy  ~  /' 

unde  haec  soluiio  nascHur  •  j  *  :  >      . 

^.  J..r=  f  :  S    ct;Z  =z  px  ,^.  gu-^fz.  S.  y  , 
Omnes  bi  casus  huc  redeuat,  rut.:qiiQterharam*^aiMitatiim. /x^T^^ti/, 
y ,    Tcl  ^  ,    vd  -J  ,    itel  ^  ,    vel  ^  ,    aequetur  fiuicticWi  otliifUtiq|Bc 
biaarinir^reHquarum.    •':-!-  ^.^  . -n^b 

Probl^iewa      2*4  >    --   \  • 

146.  Si  posito,  d  z  ;3^,7>  ^  ^ ,  jf:  ^  3  ^  i  rcquiratur  ut  sit 
ijf  zn /:>V  H- U,  existentc  tam  V  quam  TJ  functione  quacunque  bi- 
narum'TliiriKblKftm'  a?  et  gr,  'kidol^M  functianis'^  tr  ti  gAfefe  inve- 
ftigare^  *  '  ^* '  '»•  *-'"     c  "      -  k  -  *     ^-  ^^6    r^-.^^n^tfr-)! 


Cum  ob    ^  zn  pV  -+-  U    sit 

az  :=  ;>  Qx  -t-  Vdy)   -+-  U^y , 


7U»  na^VlU 
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quaeratur  pnnKy  mulliplicator  M  fornmUm  dx-f-V^y  reddens  in- 
tcgjrabilem  ,    sitque 

M  Cdx  4-  va^)  rz  dS, 

cnint  M  et  S  functiones  ipsarum  x  ct  tf  ^    fietque 
dz  =L  f^  -+•  Vdy. 

Com  jan»  sit  S  functia  ipsarum  or  et  ^»  inde  a:  per  t^  et  S  defi- 
nirl  potest,  qua  valore  introducto  fient  U  et  M  functiones  ipsarum 
y  et  S.     Nunc  sumta  S   constante,    integretur  formula  Vdfff   sitque 

/Udy  m  T  4-  f  :  S  , 
ac  posito» 

aT  m  Vdy  4-  was  ^   fiet 

^=:W-4-f:S    et    zmT^-f^S, 

aicque  omnia  per  binaa  Tariabilea  y  et  S  expriroentur. 

Corallarium     i^ 

147^     Datis  erga  binarum  Tariabinum  x  tt  y^   ftinctionibus  Y 

et  Ut  v«t  ait  qzzip^  -f-U,^  solutia  problematia  primo^  postulat ,   nt 

'  a^ltiplicattcr  M  .,investigetur   formolam  3j?-4-V3y  integrabilem  red- 

deos,    quo   inventa   habetur   functia   S   earundcia  variabilittm   x   et 

y  y    ut  sit 

S  =  /M  Ox  Hr-  Ydy). 

Caranariiim     2. 

.Iil«.  Iil  huno  finem  cMsiderari  cooTeniel.  i0qii«|iimem  diflTe-* 
rei^traTem  dj?-f*Y^=:0,  haee  enim  si  integrari  poterit»  simul 
inde  colligi  potest  roultiplicator  M  »  ut  formula  Midy  -^  Ydy} 
fiat  verum  difierentiale  cujusdam  functionis  S ,  quae  propterea  hinc 
inTenietur. 
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Cor<>lIiirium     5«. 

149»  Inrenta  porro  hac  lunctione  S»  quantitas  x  per  y  et 
S  exprimi  debet,  ita  ut  ar  aequetur  functioni  ipsarum  ^  et  9,  quo 
Talore  in  quantitate  U  aubstituto,  quaeratur  integrale  yU3y  —  T, 
apectata  S  ut  constante^  sicque  obtinebitur  T  functio  ipsarum  y  et  S. 

Coroltarium     4» 

160.  Denique  iuTenta  hac  functione  T,  sit  W  rr  (^^) 
unde  tandem  colligitur  solutio  problematis  his  duabus  formulis 
contenta 

A—  W  +  r:S,    etz=:T4^f:S; 
ubi    cum    S    sit    functio    ipsarum   or   et  y ,    pro    Z   statim   repcritur 
functio  ipsarum  x  et  y. 

CoroIIarium     S^ 

151.  Si  U  sit  functio  ipsius  ff  tantum ,  noif  opus  est  tila 
expressione  ipsius  x  per  j/  et  S,  sed  T  zzz/Vdy  erit  quoque 
functio  ipsiua  y  tantum ,  hinc  W  zi:  {^)  —  0'.  Hic  autem  casus 
manifesto  redueitur  ad  praecedentem  ponendo  z  loco  z.—/Vdy' 

Exemplum      1. 

1 62.     Si  posita  ^z znpdz  -f- qdy r    debeaC  esse   q—^-^^^ 
indolem  /iinctiofus  z  investigare» 

Hic  ergo  est 

V  =  f  et  u  =  ^; 
onde  ob 

dx  4-  Vdjr  =  d»   -h  ^  • 
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«nt  moltiplicator  M  =i  y-,   -et  ^6  —  yd«?'H- ^r^ ,    hinc   S  — xy, 
«cqne  hAbebitar  .,...• 

^  =  |.    et   .U  =  f^  r 

Jaitt  erit 

T  =/c;3,  =  /2^  -  g,  ■«  w  =  =!?■         - 

Qttare  pro  solutione  hujus  exempli  habebimus 

I  =l#  +  r^S,    et    ^=|!  +  f:S. 

«ea  ob    S|=:  xy  erlt 

«  =  g  +  f  :  «jr. 

Ejtemplum     3. 

153.     Si  posUo  dz^ziz  pdx -\~  q^y  debeat  esse 
px  -^  qy  :=z  nY  ixx  ^  yy) , 
indolem  /unctionis  z  inveslhgare. 

Cum  hic  sit  ^  —  "^ -f- ^  /  (a?a: -j- j^«/)  ,    crit 
V  =  ^    et    U  =  ^  Yixx  +  yy\ 

Erg«  3SzzM(3a? — ^^ ,    qoare  capiatur  M=  — ,    ut  fiat 

as  =  ^   ~  ^,    et    S  =  -J. 
Hinc  orittnr 

.      a?  =  %,    et    U  =.  n/  a    -f-  SS)i 
ideoqne  posito   S  constaftte  erit- 

T=:/TIdy=ny/(,-|-SS),  et  W=(|I)  =  ;^-_; 
ita  ixt  solutio  nostrae  quaestionis  sit         ,.     . 

Py=^yXr^^^  -t-f  :S/et  z=:f2yy  (1  4.  SS)  ^f;  Sv; 
Cum  igitur  sit  S  n:  —  ,    erit.  •    -f-    -i 
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%  rz,it>/(aw  4-  s»)  -h  f  r  -\ 

•  dc 


nbrf :  —  denotat  Idnctioiiem   quamcunque   mdlias  dimenrionis   iptt^ 


'     '     '        *  '   Exemplum      3. 

164.     Si  pasifo  3z  zizpdx  +  ^3^  i7e&M^  ewe 
pa::r  -f-  qyy  z=z  nxy , 
/unetionis  z  indolem  investigare. 

Cnm  «it  ^  —  ^^  +  ^,    «:k 
V  =  5f    ek    Ur=  f . 
Quare    ob    as  r=  M  (da?  —  ^yO»    «•?»««»    M  =  j~,    W  fi»t 
S  =  ^  —  ^  =^-  •     Hinc  erit 

ideoqoe  U  =:  7:3^  •     Sumto  igitur  S  congtante  habebttnur 
Tr=77^%=-  T^<t   -  Sy),    et 

Consequenter  ob 

S  =  -;^    et    I    -  52^  =  f . 
•olulio  praebet 

X — y       X     *  xy 

Scholion» 

155.  Ex  solutione  hujus  problematis  etiam  haec  qnaestio  la-^ 
.  tius  patens  resotri  potest  Sint  P,  Q,  kem  V,  U  functionesv*  quaecun* 
.  qne   datae  ipsarum  x  et  y,   et  quaeri  oporteat  functioncm  ^,  nt^it 
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tett  qttod  eodem  redit,  lunctio  Ij  inTestigari  debet,  tit  iita  for»ut« 
differentialia  integrationem  admittat  Ad  hoc  praestandum  ^uaera- 
tur  primo  «nultiplicator  M  formulam  Ydx-^Udy  integr«bl1em  «ffi* 
eiena,  ponaturque  55  —  M  (V3x -f- U^jr)  ,  unde  finctio  8  repcritur 
per  X  ^t  y  expressa.  £x  ea  quaeratur  ralor  ipaina  jc  per  y  ct 
S  ezpreaaua;    et  cum  ait 

dz  z=  Pdx  H-  Qdy    •    ^ 


hic  ubique  1oco;x  Yalor  ille  aubstituatur ;  sit  autem  inde  dxZiEdy-^FBS^ 
nnde  ctiam  £  et  F  innotescent,    eritque 

dz  =  E?dy  ^  Qdy  ^  FPdS  4-  —  • 

ilumatur  <iuantitas  S  pro  consrante ,    sitque 

T  =:jr(EP  ^-  Q)  dy .    ^rit 
z  =:  T  -f-  f  :  S , 

^uod  <iuldem  tid  solotronem  sufficit ;  ^ed  ad  L  inreniendum ,  diffe* 
xentietur  liaec  «xpressio 

dz  =  (EP  ^.  ^)  ay  -+-  as .  (I?)  ^.  dsr  :  s, 

^  aecesse  «st  £at 

Meoque 

I.  =—  TMP  ^  M  d?)  4-  Mf  :  8. 

Caeterum  ob  pernmtabilitatem  ipsarum  p,  a:  et  ^,  ^,  eilam  hine 
aequentia  problemata  xesolri  possunt «  quae  propterea  atrictim  per^^ 
"Curram. 

Probtema     34. 

166«  Si  posito  dx  zn  pdx  -4-  gdy  requiratur ,  ut  ait 
fZIzTx^lJ^  ^xistente  tam  Y  quam  U  functione  quacunque  data 
ipaanim  p  et  y,  inrcstigare  iadolem  fonctionia  quaeaitae  z. 
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S  o  1  u  t  i  o. 

Utamur  formttta 

z  =  px  -4-  /  (qdy   —   xdp}  ^ 
et  cum  loco  ^  valore  substituto  sit 

kanc  formulam  integrabilem  reddi  oportet     Sit   ea   brevitatia  gratiA 
"^  »     et  cum  8jt 

a^  =  a?  (vay  ~  ap)  h-  ua^, 

quaeratur   primo    multipiicator  M    formulam  V3y  —  'dp   integrabilem 
reddcns  ,    ponaturquc 

M  Cfdy  —  a/?)  rn  as , 
sicque   S  dabiiur  per  ^  et  p ;    umle  p  cliciatur  per  ^  et  S  expres* 
sum  ^    quo   valore   ibi   substituto  erit 

a^  =r  f/  -t-  uat,. 

Jam    sumto  S  consianre  sumatur  integrale 
fVby  rr:  T  -+-  f  :  S,    eritque 
^  =  (11)  4-  f  :  S,    et    ^  =:T  -Hf  :  5. 

Solutio  igitur  per  binas  yariabiles  ^  et  S   ita  sc  habebit 

X  z=:  U  (Ij)  -4-  Mf  :  S,    et    z  :=  ;?x  ^  T  +.  f :  S , 

ubi  nunc  quidem  S  pea  p  tt  y  datur. 

Problema     2S. 

15  7.  Si  posito  5z  r=  pdo:-}-  ^dV  requiratur ,  ut  sit 
n  — ■  V^-f-U,  existentibus  V  et  C  functionibus  datis  ipsarum  x 
et  q  ,    indulera  functionis  z  investigare- 

S  o  i  u  t  i  0. 

Utamur  jam  forma 

z  =:  qy  -k-  fipdx   —  ydq), 
VoL   III.  i-4 
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pomturque-  formula   ad   integrrrtionem  perducenda* 

/  (pdx   —  ydc/)   —   "b. 
Hinc  pro  p  valorem  assumtum   substituendo  erit 

dt^  —  Yydx  -|-  \J()x  —  ydq  —  y  (Vdx  —  dq)  -+-  Udo?;.. 
Quaeramus  multiplicatorem   M  ,    ut  fiat 

M  (Vda^  —  dq)   =Z  dS  , 

ac  tam  M  quam  S  erunt  functionea^  ipsarum  rrr  ct  ^ ,  cx  quarum 
posleriori.  valor  ipsius  q  per  o?  et  S  expressus  cliciatur  y  in  se- 
quenii   operatione   pro  q  substituendus.      Scilicet  cum  nunc  sit 

sumio   S   constantc  quaeratur  T  zzi/Udx  y.    sitquc 

"b  :=  T  -4-  f  :  S ,, 
unde  colligitur 

^  =  (^y  +  r  :  S-,   et    z-  z=,gy  -f-  T  +  f  ;  S. 
ac  nunc*  quidem  pro  &  valorem;  in  x  ct  q  restituere  licet. 

Froblcma      26.. 

15  8.  Si  posito  dz—pdx  'k-  q^dy  requiratur,  ut  slt  f/r:Vrc-h-U, 
cxistentibus  V  ct  U  functionibus  quibuscunque  datis  ipsarum  p  et  q^ 
indolera  functionis  z-  in  gencre*  invesiigare». 

S  o  I  u  t  r  0.- 

Hic  utendum  est  formula 

%  —  px  -^  qy  ^  f  Cxdp  -4-  ydq)* 

Statuatur  y*(a3y7 -+.y37>  zz:  t>,  critque  pro  y  valorcm  pracscriptum 
substituendo 

d^   —  xdp    •+-  Yxdq   -h  U^^.  - 
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^uaeratur  jam  Tnultiplicator  M ,  formulam  ^p  -f-  Ydq  Integrabilem 
reddens ,    sitque 

M  cdp  -h  va<7)  —  as, 

ubi  M  <t  S  per  p  et  q  dabuntur ;  ^t  ex  -posteriori  eliciatur  valor 
ipsius  p  per  q  et  S  «xpressus ,  quo  deinceps  uti  oportet.  Scili- 
cet  -cum  sit 

sumto  S  constante  integretur  formula  Udq  ^  sitque  T — /n^7  crit 
t>  :^  T  -4-  f :  S  hincque 

i  =  (di)  "f-  f  :  S  ,    et  z  —  ;t»a?  -h  ^y  —  T —  f :  S. 
Omnia  ergo  per  p  nt  q ,   Tinde  M ,    S  et  T  cum  (j|)  <iantur-,   i(« 
determinabuntur  ut  sit 

^^^■(li)-*-^^'-^,    y  —  Yx-^V,    et 
zz=.px-\-qy  —  T~f;S. 

Excinplum. 

159.     Si  posito  dz-=zpdx-\-q^y   debeat  *sse  px -^- qy  z=.  apq, 
indolem  Junctionis  z  investigare, 

Cum  ergo  sit 

y  =  -^  -t-  ap,    erit 
V  =  -^,    U  =  ap. 

Quia   nunc  esse  debet 

M  Q)p  -  f)  z=  3S, 
capiatur  M  zi:  —  fitque 

S  =  i-    et    p  =:  S<7. 
Hinc   U  ~  aSa  ,    ct  sumto   S   constanle 
T   =r:  /Udq   —  laSqq, 
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idcoque   (jT)~|ay<jr.      Quocirca  pra  solutione  habebimus 

z  —px  -^-qy  —  \apq  —  f :  J  =  |^;>^  -+-  f :  -J  ^ 

Pcr  rcductionem  autem  supra  traditam  habebimtis 
yz=L(^aq  —  x)  F' :  iqx  —  idqq)  ,     et 
z^zqy-i-Fiiqx  —  iaqq\ 

S  c  h  o  I  i  o  n. 

160.  Quatuor  problemata  haec  conjunctim  consYderata  ad- 
modum  latc  patent ,  aique  pro  formula  dz  —  pdx-^q^  omnes 
relationes  inter  p,  q^  x  ci  y  complectuntur,  in  quibus  ycl  x  et  t/, 
yel  p  ci  y,  vei  x  cl  q^  vel  p  ti  q^  nusquam  unam  dimensioncm 
superant.  Ex  quo  saepe  fieri  potest ,  ut  cadem  quaestio  per  duo 
pluravc  horum  quatuor  problematum  resolvi  possit;  veluti  cvenit  in 
cxemplo  boc  postremo  ,  in  quo  cum  non  solum  a:  et  ^,  sed  etiam 
X  ti  q  ^  itemque  p  ^i  y^  nusquam  plus  una  dimensione  occupant , 
jd  ad  tria  praecedentia  problemata  referri  queat ,  haecque  conditio 
primo  tantum  problemati  adversutur,  Quod  si  autem  intcr  p,  q^ 
X  ct  y    haec  relatio   praescribatur ,  uc  csse  debeat  * 

apx  -+-  ^qy  -^  ap  -4-bq  4-  mx  -f  -  ny  -f-  c  —  0  , 

resolutio  per  omnia  quatuor  problemata  aeque  institui  potcst  Ye* 
rum  ctiam  resolutlones  inde  ortae^  ctiamsi  forma  disorepent,  tamen 
pcr  reductionem  ante  expositam  ad  consensum  revocari  poasunt 
At  sequcns  casus  latissimc  patens  rcsolulionem  quoquc  admittit, 
quem  proptcrca  cvolvi  conveniet. 

Pr  o  b  1  c  m  a      27» 

161.  Si  posito  dz  —  pdx  -^q^y^  Jntcr  p,  ^  ct  ^,  ^  cjus- 
modi  rclatio    detor,    ut   functio    quaedam    ipsarum  p  ct  x    aequctur 
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fuDctionl  cuipiam  ipsarum  9  et  y,  functionia  z  indolem  in  genera 
investjgare. 

S  o  1  u  t  i  o» 

Sit  P  functio  illa  ipsarum  p  et  rr  ,  et  Q  functio  illa  ipsarnm 
q  et  y^  quae  inter  se  aequales  esse  debent.  Cum  igitur  sit  P=:Q, 
ponatur  utraque  ni  v ,  ^^  s^t  P  zn  i;  et  Q  m  i;.  Ex  priori  ergo 
p  dciinire  licebit  per  ar  et  i; ,  ex  posteriori  vero  q  per  y  tt  v  i 
quo  facto  in  formula  dz=/7d:r  -^qdy,  cum  p  sit  functio  ipsarum 
X  et  Vj  integrelur  pars  pdx  sumto  v  constante,  silque  /pdx^zzK^ 
simili  modo  cum  q  sit  functio  ipsarum  y  ti  v  y  integretur  quoqde 
altera  pars  qdy  sumto  v  constante ,  sitque  /qdy  ~  S  ;  erit  ergo 
R  zzz  functioni  ipsarum  a;  et  r »  et  S  zzi  functioni  ipsarum  y  et  »% 
At   sumto  etiam  t;  variabili  sit 

d^znp^dx-^ydv  y    et    DS  =:  v5y  4-Udi;^ 

undc  •colligitur 

Dz  zz  DR  -h  9S    —   Dt;(V  +  U), 

quac  forma  quia  inlegrabilis  esse  debet,  oportet  sit  V  -f-  U  rz  f  :  v» 
Quare  solutio  probiematis  his  duabus  aequationibus  continebitur 

V-4-Uir:f:t;  et  szz:R4-S  —  tiv. 

Scilicet  cum  p ,  R  et  V  dentur  per  x  ti  v  \  atque  y,  S  et  U  per 
y  et  1; ,  per  acquaiionem  piiorem  dcfinilur  1;  ex  o:  et  y  ,  qui  va* 
lor  in  altera  substitutus  'determinabic  functionem  quaesitam  z  per 
X  et  y. 

CoroIIarium      1. 

163.      Qnoties    ergo  q    ejusmodi    functioni   ipsarum   p^  x^  y 
aequari    debt^t,    ut  inde    aequatio    furmari    posj^it,    ex    cujus    altera 
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partte    tantum    binae    litterae  x  ct  p ,    cx  altera  tantum    binae    reli- 
quae  y  ct  q  reperiantur ,   problema  resolvi   poterit. 

Coroilarium     2. 

16  3.  Si  functio  illa  binarum  litterarum  p  et  rr,  quam  posui 
P  ,  ita  sit  comparata  ,  ut  posita  ea  nz  i;  inde  facilius  rr  per  p  ct 
V  definiri   possit ,   tum   uti   conveniet   formula 

z  —  px  -\-  /Cqdy   —    xdp)  , 

<t  erolutio   perinde  se   habebit  atque   antc» 

Corollarium      3« 

164.  Simlli  modo  si  ex  functione  altera  Qzizv,  quantitas 
y   facilius   per   q   et  i;   definiatur ,    resolutio   ex   fotma 

z   —  qtj  -i-  fCpdx  —   ydq) 

erit   pelenda.      Sin   autem   utrumque  eveniat,    ut  tam  x  per  p  et   v^ 
quam  y  per   q  tt  v  definiatur ,   utendum   erit  forraula 

z  —  px   -k-  qy  —  /  {xdp  +  y^7)- 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

165.  Problema  hoc  innumerabilcs  complectilur  casus  in  prae- 
cedentibus  non  comprehensos ,  atque  etiam  ejus  solutio  diverso  ni- 
titur  fundaraento.  Interim  tamen  longissim.e  adhuc  distamus  a  so- 
lutione  problematis  generalis  ,  cui  hoc  caput  est  destinatum  et  quo 
in  genere  solutio  desidcratur,  si  inter  quaternas  quantltates  /;,  9,  .r, 
y  aequatio  quaecunque  proponatur ;  quae  autem  ob  defectum  Ana- 
lyseos  ne  sperari  quldem  posse  videtur.  Contentos  ergo  nos  essc 
oportet,  si   quara    pluriraos   casus   resolvcre    docuerimus.      Quo   autera 

^vis  hujtts  problematis  magis  perspieiatur  aliquot  exempla   adjungamus. 
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£  X  e  m  p  1  uro      1. 

166.      Si  posito   dz  z=z  pdx  -+-  qdy  ,    esse  debeat  q  rr?^  ,    in" 
dolem  /unctionis  z  investigare. 

Quia  hic  p^  a:,.et  7,  y   separare    licet,    cum    sit    «««—  *?.^ 

ponatur  ^-  =  ^  =  3^ »    u^d^  P   pcr  or  et  i; ,     ct  9   per  y   ct  1; 

ita    definitur ,    ut  sit 

p  —  «  et  a  =  ''-yy. 

f^  aav  '  aa 

ideoque 


"~     aav        *  '       aa 


«xa«    _j_   vyydy 
Hina  colligimus 

^    SoOT     "f"    3aa     ^   Zaa  J    \^     —    V  ^^/^ 

sicque  —  —  y     debet  esse  functio  ipsius  v.     Ac  posito> 


J^  —  «/*  =z  f  :  t;,    seu    y»  zr:  ^  —   f  r  «,    erit 
^  =  3^  (?  +  ^2^'  +  ^  '  ^)- 


C  oro-IIa  r  rum.. 


167.     Hinc  facillime  v  eliminatur ,    si  ponatur 

^  *  ^'  ==^   -"  ^^    hincque    i  :  v  —  =lL' e^v. 

Jam   prior  aequatio  dat  y^-^c^—'^^,  unde  vvz=:''\'^,,  et  ob» 
3  aaz  — ^-^ —  2t;  Cy'  —  c^> ,  ent 


^  =  3aay(^'-*'><y'  — <^')- 


Exc  mp  lum      2. 

16  8.     •Ji  posito  dz  zzipdx  -f-  i/^y ,    J^i^ai  W5« 
9^  =:  y  /  (a:a?   ^  yy  ^  aapp) , 
mvestigare  indolem  functionis  z. 
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Conditio  prtescripta  redit  ad 

bbqq   —  yy  •=.  XX  —   aapp  =  v^ 

unde  elicimus 

Nunc  Tcro  est  ^  ^^ 

/;)aar  ^-jjdx}/  (XX  —  v)  =:  ^  a;  /  (xa:  —  v)  —  £/77~V> 

seu  /jEjdx^gl/^a:^:— -v)— ii/£*-*-/(a»- v)l  =  R; 
simili  modo  est 

/^ay=i>/(yyH-i;)  +  5ny-f-/(J^-+-«')]  =  S. 

Quare  cum  sit 

y  — ./9R>  —  — ^7-*  .    ,  __  ;!-  f  [X  H-  /  (ara?  —  v)] 


/taix-+-Vixx  —  v)-iy(xx  —  v) 
qnae  rcducitur  ad 

V  —  -  ^  - .^ /[x  -h  /(^^  -  ^)3 . 

similique  modo 

U=:©=>J-+-i/[y-H/(j/y-f-v)]. 

«bi  cum  Y  -\~V  =zt:v,    erit 


1 


lj/-f-/(yy-h»')l^'' 


frw; 


unde   Talor    ipsiu«   v   per    «    et   y    determinatur.      Ex    quo    tandem 
colligitur 
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B  c  h  o  11  o  n. 

•■ 

169-      Hacc    aoltttio    a   formulis    logariaiaiidis    Uberari    poleat 
hoc   modo.     Ponatur  .   V       '      ^      — :.     ; 


ut  sit 


f  ;  i;  r=  Zt  ^  -r^. 


undc   V  datur  per  *•      Tum  vero  sit  v:rzt¥^:f^  et  ob 
9 1;  f^  .:  t;  •rz  y  erit 

sicque   erit 

ubi  est  - 

'  [x.-|-/(xx  —  v)l^ 

unde   £  et  t;  per  rr  et  ^    definiri  potest.      Hinc   statim   patet  si  ca«- 
piatur  F'':^— 0,  •fore -t;irt  0,    F:izz:0   et  zzir^-f-^j    hinc-- 
que    p  zzz  —  et  q  zzz  y  ^    quo    pacto    utique    conditioni    praescrlptae 
satisfit.      Caeterum     haec     ratio     quantitates    logarithmicas    elidendi  . 
maxime    est    notatu    digna    et    iu     alii^    c^ibus    usum    amplissimum 
habere  potest.  '       ' 

E;icemplum      3.  . 

170.      Siposito  dz:=zpdx  ^gd^    debtat  eise    x^i/^^zzi  Ap^({\ 

.  mdolem^functloius  z  invesdgare.  *' 

Vol.   III.  15 
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Statuatur  ergo 

lii-  —  it 

et  hinc   deducitur 


posito  A  =  a^»     Unde  faabebimus 


PZZIL'^     tX    qZ=L-    y^  Xf^, 


w  +  f* 


•^'^  (m -1- jjt.)  w*"         mH-|JL«'     »»+»      i    " 


it-4-* 

Qaocirca  erit 

m  +  y  it+y 

w+ffc 


p 


ita  ut  sl  statoamus: 

i»-Hjt  n-f-»- 


(m-i-jji.)v*+*  (/t  +  K>a 

fiUunua  sie 

trt-i-  fi  ir-f-» 

(m  H-  jUL)  i;^  (/»  -h  v)  a 

Pro  casu  siraplicissimo  ponamua   fivZZiO    et   f:t;~:Oy   eritque 
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tum   vcro 

w-4-jUL  <n-H-y>/x  y 

i+|t 


-* —  a:  =:(u-Hy)(; 


(w  -+-  jx)  V*  ^  \(m  -♦-  jx)^  (n  H-  yy  kj 

Problema      28, 

171.  Si  posito  d^  zz, pdx -^qdy ,  inter  p,  q  ci  x,  y  ejus- 
modi  detur  relado^  nt  p  et  q  aequentur  functionibus  quibusdam 
ipsarum  rr,  y  et  novae  Tariabilis  v ,  ezplorare  casus  ^  quibus  indo« 
lem   functionis  ;&  investigare  licet. 

S  o  1  n  f  i  o^ 

Cum  sit  p  funcdo  ipsarum  ^ ,  ^  et  2; ,  spectatis  ^  et  t;  ut 
constantibus ,  quaeratur  integrale  Jpdx  zi^  P ,  aitque  aumtis  omnibus 
TariabiJibut' 

dP  =:  pdx  -+•  Ra^  4-  Udv^ 
unde  ai  pro  pdx  ralor  substituatur ,    crit 

dz  —  d?  -^  (g  —  R)  dy  —  Udv. 
Quodsi  jam  eveniat-,   ut  ^  —  R  sit  tantnm  functio  ipsarum  y  et  v, 
exclusa  a?,   sumto  v  constante  quaeratur  y*(y  —  R)3yi:iT,  sitque 
deinceps 

dT  —  (^   —   R)  ^y  -f.  Ydv. 
Hine  ralor  ipsius  Cq  -~  R)  dy  ibi  substitvtus  dabit 

dz  =:  dP  -f-  dT  —  (M  -f-  V)  ^1;^ 
quae  forma  quia  integrabilis  esse  debet ,    siatuatur  .     . 
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M-4-V— ftv,  eritquc  z  rr  P -f-T  ^  f :  i;. 
Ex  opei'atjonitjtis  ffntem  s«scGpt}g  dartiun.  P,  R^.  ^f,  ^r  V,  x\  jr  ct 
(?,  at  T  x,\.  V.  peu  t/.  <;t.  f  tantum  ;  ac  resWlutiA*  succcdit ,  si  modo 
in  forma  q  —  R  non  arapHus  x  continetur.  Pa4-i  ratione  solutio 
9uecedet ,  si  M  tantuixi  per  y*  et  v  detur  \  tum  cnim  cx  y  coit- 
stante   quaer|itur  yTM^j;  —  L  ,  ^sitque  *«    . 

dL\—  Mdi;  4- -Ndy ,  '  erit  \  .        • 

.    a^  —  ^p  -4-  (j7  —  R  -h  vfj)  ay  —  aL  r 

ponTquc    conveniet  -  \  . 

^  _.  li   -I-  N  —  f'  2  » 1 
iit  fiat 

2?  zr  P  —  L   4-  f  :  f/. 

Simili  mod^  iib  altera  parte  fq,d^y  caJculum  incipere  et  pirose- 
qui  iicet*^  . 

Introducendo   autem  functionem  ipsarmn  ix^  y  et  v  indefinitam 
K,   negotium  generalius  coufioi  potetit.      Sit  enim. 

aiC  =z  Sdx  -r^Gdy   -^^\idv,, 
ac   con^ideretur  haec  foiuna 

as  -h  aiC  nz  (/^  4-  F)  9:r   -^  dq  +  G)  d»  4-  H3t;-. 
Nunc   sumtis  y  et  v  constantibus ,    qti^eratur  ^       *    » 

/  (j?  +  Fy^xzrzP,/    _  '     :^  '     ^ 

sitque    ,     .  .  '  .    ,      . 

ap  —  </?  j^  F)'  ai  .4-  R^j/  -+-  Ma*;, 

unde  habetur 

as-f-aK  =:  ap  -^ ^q:^ g  ---Ry^ ^ cn —uydv, 

Quod  81  jara  evcrimt ,  wt  vbl  q^G  -^R  rd  H  —  M  tantxim '  bii^ 
nas  variabiles  y  ct  v  exclusa  x  centineat ,  resolutio  ut  ante  est 
ostensum ,    absolvii  poterit*. 
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"  P  ]{ o  U 1  ^  ra  a     29*. 

f72.  Si  posito  33  ::iz:^Sa? -pi/^y ,  rfefatia  defur  intcr  bina* 
formu^as  diflerentialea  p^  q  et  binas "  variabiles  x  et  Sj^  vel  y  ct  »> 
solutionein:  problematis*  quatcnus^Teri-  potefst ,   perflecrg". 

i 

So  ruti'6, 

Fonamus  relationem  dari  inter  py  q.  ct  a:,  :^,  atqjaie  Kunc  ca- 
snm  faciie  ad  praeoedentem  revocare  licot.  Consider-otur  chim^ 
haec   fortoula 

ex  principali  derivata  ;    voceturque* 

i  z^  m    et     J    1:2— -  w^ 

q  q  ^ 

ut  habeatur  ' 

et  ob    ^  zi:  ^    et    p   =-  ^, 

relatio  proposita  versabitur  inter  qUaterilas  quantitates  m;  rt,  z  ct 
a;,  ideoque  quaestio  omnino  similis  est  earum ,  quas  antea  tractavi- 
mu8  ,  boc  tantimi  dlscrimine  ,  quod  hic  quantitas  y  definiatur ,  cum 
ante  esset  2?  invcstigata.  (iuoniam  autem  ista  determinatio  per  ae- 
quatione»  absolvitur,  porinds  w^^^wteuni' tandCTi  inde  z,  an  y  elicere 
velimus.  Ouodsi  ergo  hac  reductione  facta  quaestio  in  casus  ante 
pertractatos  inoidat,   methodis  quoque  expositis  resolvi  poterit. 


Ex  c  m  p  lum. 

•i:T3.     Si  posilo  dz  ziz pdx -]- q^y   debeat  esse    q:^aznaap,    in^ 
doletn  /unctionis  z  investigare. 

€onsidcretur  formula  ^!^  ==:  ^  ~  ^  •     Jam  quia  -|  =  fj.  crit 


Digitized  by 


Google 


fXZ^ 


118  CAPUT     V. 

rx^  —  ^  «.   r«?^      -reo 

./     aa      ^~    ^aa    '        J    aaa    '         ° 

Ponatur  «rgo 

I  +  f.  =  f  !  ;=,    erit   »  rp  =ijf  +  f  i  *. 

ex   qua    aequatione    utiqye   z  per  a?    et  </ .  4ejSnitur.     5i   pro    xjasu 
simpliciori  .sumajmus  f :  z  ;ir:  5  ^-  a^,  erit 

S^  -   6  =  (a  -  i^)  z\    et  '^^  —  g^^^ 
et  sumtis  a  —  P  et  ^  iz:  0  pro  casu  ^simpHcissimo  erit  z  zr:  ^^  • 
Hinc  autem  fit 

P  =  ±i^  M   ,  =  %^.    Ergo 

iL  —  ^  ?2:  ct  —  —  — ^  • 
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RESOLUTIONE    AEQITATIONUM     QVIBUS    RELATia     INTEIt 

BINAS    FORMULAS    DIFFERENTIALES    (|*),  (|j),     ET 

OMNE5  TRES  VARIABILES  x^  y,  i&  QUAECUNQUE 

DATUK, 

Froblema     30. 

Si   posito  dzrZZZpdotr-^qSy^f  debeat  esse  nz  zz  px'  -4^  4jiy\   indolem 
functlonis  -z^  iis  genere  investigare.- 

S  o  I  u  1 1  o  ^ 

Ope   reratroni&  datae  elidatur  yel  p  vel  9;     Scilicet    cum   sit 
y  — ~  —  ^  c-  ^    erit  * 

qme  aeq;qstio  in  hane  foraam  bmnsfuudatmr 

Ut   priuff  membrura    dz  —  5^    integrabile   reddatur,    murtipHcetur 
aequatio  per  -^  .  funct.  ^ ,    seu  particulariter  per  ^  ,    eritque 

Quo  facto   eviden»   est    poni    debere   py^  —  ^  zzz  C''  r  —  ,    ut  fist 
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« 


^--.f.  «.\  8eu  z  :;=.  y^  !l '.  ^  '     Unde  patet  4bre  z  fuBotionem  ho- 
iQOgeoeam  ipsarum  x  et  j/,  dimensipnum  nvimero  «xisteirte  ^  n. 

* 

Si  in  genere  aequatio  multipticetur  |xer  ^ .  funct.  ^ ,  erit  par- 
tis  prioris  integrale  F  :  fn »  P^o'  V^^^^  «"^ejn  altera  si  ponatur 
tZ  funot.  4  ^if^  -  ,  erit  ^  :  Ji  =  f :  ; ,  <atque  «k  aflt^  |,  aequabi- 
^r  fuuctioni  cuicunque  ipsiud  ^- 

C  0  ro  1 1  a  r  1  u  m      i. 

475.  Cum  z  aequ€iur  fiiBctiani  Jiomogeneae  n  dimensionum 
ipsarum  x  et  y,  erunt  p  tX,  q  functiones  n  —  1  dimensionum.  Sci- 
•licet  cum  sit  z  z:::::  y*  f :  ^  ,    erit 

p^rzy^^^fx^^y,  et  7  =  ^2/*"^' f-f-^!/*"^*^-^ 
Wide  fit  manifesto  ns  :iz;  px  -f-  qy. 

jCo  r  ojl  a  r  i  u  ip      2. 

176.  Si  p  et  7  fuerint  functiones  n —  1  dimensionum  ipsa- 
yum  X  et  ^,  ac  formula  p^bx  -i-  ^^y.  sit  ihte^-abilis  seu  (^)  — (^, 
tum  integrale  certo  erit  ^^7^ ,  <^^  pi:oprb5ta8  Aonnuiiquam  in- 
«ignem  usum  *abei;e  potest.  _       ' 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

177.  Fundamentum  hujus  solutionis  in  hoc  consisitit,  quod 
aequatio  integranda  in  duas  partes  resolvatur,  quaruni  jutraque  ope 
certi    multiplicatoris    integrabilis    reddi    quiac ,    unde    deinceps    una 


Digitized  by 


Google 


C  A  P  U  T     VL  121 

quantitas   variabilii ,    cujus    difTprentiale   in   aequatlone    non    occurrit 
determinetur.     Hinc  aequatio  nostra 

as  -  !?p  =  ^  Ox  -  f) 

etiam  ita  repraesentari  potest 

7  — -^  —  ty^^ y^/  — 'p    ^y*      y^-*-*) »    **" 

d«    y^ — *    .^        as 
•      y     —p—     »     •    5** 

8it   ergo 

—f—  =■  F    •  yii    critqtie 

|-  =  F  :  ^ ,   ac  vicissira   ^  =  f  :  j ,    ut  antc. 

Possumus  etiam  statim  z  ex  calculo  elidere ;  cum  enim  sit 
nz  z=z  px  ■+-  <fy  t    erit 
ndz  z=z  pbx  -f-  ^q^dy  ^-  xdp  +  ^^^- 

At  est 

ndz  ni  iv>3^  -f-  nqdy , 

(n  —  1 )  ;>3a;  —  xdp  +  (n  —  1)  v^^  —  V^^  =  0  ,    seu 

^     ^        ^ -"  —  jjJl  — 1^    n^    tf       V        jy»  yn—ij    "» 

quae  reducitur  ad  hanc  formam 

—  a?»  a  .  -n^—  —  t/»  a  .  -nlri  =   0 ,    seu 

Vol.   III.  16 
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SUtu^^tqr 

Ycl  posito  —  =:  V ,    si  ob.  «"  zz:  —  f :  -ut=ri  rcciprqce  ponatur 

ttt  ^t 

f  :.  «  =i  —  «*, 

reperietur 

y9w.f  :  M  —  r :. »  z=  wF  :  V  —  vP*  :  ». 

Hlne 

p=z^^r:v  =  y^-^¥^:f,    ct 

^=  s^*»- '  f :  M  =:  nyi»-*  F  :  f  —  a;y»-«  F^ :  -^  ? 


ideoquc 
ut  ante. 


•f  j^ 


Problcma     31. 


178.     Si  posito  dz  zz:  pdx  -^  q^y^    dcbcat  cssc: 
apx  -h  |3vy  ^.  nz, 
indolem  functionis  z  inrestigare.. 

S  0  1  u  tto^. 


Ex  conditione  praescripta  ellciatur  ut  ante 

9  =  53;   — ^,    entque 

:v_  n«,9j'    -v  apxdy 

ds  — jj-—  —  /^aa? y^-  > 


Digitized  by 


Google 


CAPUT     VL  123 

i 

quae   aequatlo  per  y"  divlsa  dat    ' 


Quod  81  ergo  ponamus 


y^ 


X 


y 


habebimtis  solutionem 


^  .      .  <r(* 


At   functjo  ipsius   — r^  reducitur  ad  functionem   ipsiu8  — ,    unde  z 
etiam    ita  per  x  ti  y  determinatur ,    ut  sit 


vel  ctiam 


»   =  tr?  f  :   —  * 


Quodsi    crgo   quanlitatcs    x^    et  t/P   uiiam    dimenslonem   constituere 

I 
censeantur,  zJT    aequabitur    earundem    functioni    unius    dimensioniS^ 

ipsa     autem    quantitas  z    eainindem    functioni   n    dimensionum.      V6l 

sumta   pro  z  functione  quaeunque   homogenea  n   dtmensionum  bina* 

rum    irariabilium  i  et  u ,    scribatur  deinde   tnzxoi   et   uzizy^  ^    ac 
prodibit  functio   conreniens  pro  z.  .      * ' 


## 
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Problema      32. 

179.  Si  posito  dz  zzi pdx -^  qdy  debcat  essc 
Z  zzr  /5X  ^-  ^Y, 

dcnotantc  Z  functionem  ipsius  z,  X  ipsius  or,  et  Y  ipsius  y^  indo- 
lem  functionis  z  in  genere  investigare. 

S  0  I  u  t  i  Oi. 

Ex  condltionc  praescripta   elicitur    ^  zz  -;^  —  ^^,  qui   valor 
substitutus  praebet 

a^   -   ^  =  p  (a^:  —  ^ ,    hincqnc 

3?   ^  —  jL  (T^x   ^^\  —  f^C^  ^JL\ 

Z  Y    Z    V^  Y/    Z    \X     "^     Y/» 

ubi  jam  resolutio  est  manifesta.      Statuatur  sciiicet 
f  =  f:(/-|-/|),    .ritque 

undc  yalor  ipsius  z  per  o?  et  y  definitur. 

CoroIIarium      1. 

180.  Hic  ergo  z  ita  per  a?  ct  y  definiri  dcbct,  ut  si  X,  Y 
et  Z  datae  sint  functiones  sigillatim  ipsarum  or,  y  et  z,  fiat 

X(|D  +  Y(||)  =  Z; 

cujus   ergo    aequationis   resolutionem    hic   inrcnimus    hac   aequatione 
finita  contentam 

/^=/^-^f:(/'f-/V'). 

C  or  o  Ilarium     2. 

181.  Quemadmodum  autem   hic  valor  conditioni   problematis 
satisfaciat,  ex  ejus    differentiationc  statim  patet.      Cum  enim  sit 
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^  =  ^^  (I  -  ^  f  :  if4  -  /1),  erit 
(g)  =  l^  ••(/!-/?)'    et 


(D  =  f-|f  :  C/l-r^. 


X  (g)  4^  Y  (|?)  =  z. 


S  c  h  o  1  i  6  n. 


182.  Solutio  ergo  ,  eodem  modo  ut  fecimus  ,  sine  introduc-* 
tionc  novarum  litterarum  p  tx.  q  absolvi  pote^t  ^  retinendo  earuDi 
loco  valores  differentiales  (g|)  et  (^)  ;  facilius  auteiri  sirigiilae  lit- 
terac  scribuntur,  calculusque  fit  brevior.  Caeteium  ex  hoc  proble- 
matum  genere  ,  nbi  omnes  tres  variabiles  5r,  ^  et  z  praeter  binos 
valores  difTerentiales  p  et  ^  in  determinationem  ingrediuntur  ^  pau* 
cissima  resolvere  licet ;  ac  praetdr  boc,  quod  tractavimus  vix  unum 
aut  alterum  insuper  adjunger^  poterimus.  Unde  hic  insignia  adhuc 
calculi  increraenta  desiderantur.  Quo  autem  hujus  problematis  vis 
penitius  inspiciatur,    nonnulla  exempla  subjungamus. 

Exemplura      1. 

18  3.     Si  posito  dz  in pdx --^^  qdy  debeat  esse 
zz  =Z  pxx  +   qyy, 
indolem  funetionis  z  in  ^enere  investigare. 

Hic  ergo  est  Zznzz^   Xnzxx^   et  Yzzzyy;   unde  habemus 

/dx    _  I         rdy    i  .    rdz   i 

quibus  vabribus  substitutis  pro  solutione'  adipiscimur 
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tSumatnr  ergo  functlo  quaecunque  quantitatis 
j^    ^   ^   X  —  y 

y  X  xy  "* 

quae  si  ponatur  V,  crit  zzizj^^^ 

Veluti  si  ponamus  V  zz:  —   —  — ,    erit 

«         '   y             y    '^    X  xy 

hincque  z  m ^ r—  ,    unde 

p  —  r??^  —       ^>> «t  a  —  r^^  —  -(^"-Of*  ^ 

^  \dxJ inj^  — ^n— Oxj^  '     ^^    " \dy) .Cii>  —  (Ji  —  ijxj* 

^cque 

Exemplnm     2. 

!84.     Si  posito  dzzzzpdx  -h  qdy   debeat  esse  -5.— ±^1.^ 
indolem  funclionis  z  investigare. 

Cum  hic  sit 

X  =  i,   Y=:i  etZ=:i,    erit 

/^  =  jxx.  /^^isy  et/'^  =  i«i 
unde  solutio  ita  erit  comparata 

2^  isz  —  Ivy  -t-  f :  to  —  j/2/)  ,    sive 

zz  zz:  nyy  -h  f :  (a;a?  —  yy)  , 
non  enim    est    necesse    functionem    per    2n    mnltiplicari ,    cum     ea 
omnes  opei;ationcs  jam  per  se  inrolvat. 

-    Si  pro  hac   functione    sumatur  a  (xx  —  yy)  ,    habebitur    solu- 
tio  particularis 
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zz  z=z axx  +  (/1  —  (lyyy  et  zz=.  Y[ajxx  -f- (u  —  a) uy\ 
hincque 

P'  —  (af)  —  V  loLxx  -h  (1  —  i)"^ '    ^* 

V  —  vay  —  V  loLxx  +  Ci—  a):y>) 

Probrema      35* 

185.  Si  posito  dz  zn  pdx -f^  q^^y  debeat  esse  q  znpT^Y^ 
existente .  T  functione  ^acunque  ipsacum  or  et  ^ ,  ac  Y  iunctione 
ipsarum  y  et  z,  investigare  indoiem  functionia  z^ 

&orutro^ 

Substituto  Ibco  q  yalore  praescripto  >  liuic  aequatloni  induc^ 
tur  forma 

dz  —  Ydy  =r  p  (dx  ■+.  Tdy). 
Cum  jam.  V  tantum  binas  yariabile;s  yetz  involyat,    dabitur  mul- 
tiplicator  M.  priua  membrum  dz  —  Ydy  iniegrabile  reddens  y   pona- 
tur   ergo» 

M  (dz  —  Ydy)  n:  dS. 
Simili    modo    quia    T    tantum    x  et  y  continet  ,    dabitur    multiplica- 
tor   li  raembrum   quoque    posterius    dx  -^Tdy   integrabilc    efficiens^ ; 
sit  igitur    * 

L  (dx  ^  Tdy)  =z  dR, 
ita.  ut  nunc  sint    R'  et  S    functiones    cogmtae ,    Hla    ipsarum    x  et 
y ,    haec   vero    ipsarum  y  et  z.     Hinc  nostra  acquatio    induet  hanc 
formam 

^-  _  ^    seu    aS  —  ^j^ . 

cujus    intcgrabilitas   neccssario    postulat   ut  sit  ^^-    functio   ipsius   R* 
Ponamus  ergo 
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^  =  r  :  R,    eritciue    S  =  f  :  R 
qu&  aequatione  relatio  inter  %  et  x ,   ,y  definitur. 

Corollarium     \. 

186.     In    hoc    problems^te    praecedens    tanquam   <casu8    par* 
^ularis    continctur :    cum    enim    ibi    esset    ZzzipX^qrY,    erit 
qzzz  —  Y^^Y*  !<l^oqu^  hujuB  problematis  :applicatione  facta  fit 
T  =:  ^:^    et  Y  =  Y  • 

Corollarium      2. 

18  7.  Quanquam  autem  hoc  problema  infinite  latius  patet 
quam  praecedens,  arctissimis  tamen  adhuc  limitibus  continetur,  ne* 
que  ejus  ope  vel  hunc  casum  Vimplicissimum  xzilpy-\-qx  re- 
aolvere  licet, 

I  "Scholion. 

188.  Omnino  est  haec  forma  z  n:;7y-f-<jra:  digna  notatu, 
quod  nulla  ratione  hactenus  cognita  resolvi  posse  videtur.  Sive 
enim  inde  eliciatur  q  zn  ^~    ■ ,    unde  fit 

sive  simili  modo  ;?,  nulla  via  ad  soiutionem  patet;  cujus  difficultatis 

causa   in    hoc   manifesto    est  posita ,    quod    formula  5s ^  nullo 

multiplicatore  integrabilis  reddi  potest  ;  seu  quod  haec  aequatio 
3z  -T-  ^  ir:  0  plane  est  impossibilis ,  cum  x  perinde  sit  variabilis 
atque  y  et  s.  Supra  scilicet  jam  notavi  non  omnes  aequationes 
differentiales  inter  ternas  variabiles  esse  possibiles ,  simulque  cha- 
racterem  possibilitatis  exhibui  ^  qui  pro  tali  forma 

5a7   -+-  Pdo:   -f.   Q^f/  =:   0  , 
huc  reducitur ,  ut  sit    ^ 
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^(I-^)-a(g)==(f?)-(g), 

nostro  jam  casu  fist  p— 0  ct  Q  — — *,  «nde  hic  character  dat 
<>=i^»  <l«o^  «uni  Sit  falsum,  fctiam  aequatio  illa  dz  —  ^  ~  o^ 
est  impossibilis,  quod  ^juidem  per  se  est  manifestum.  Verum  tame* 
pro  hoc  casu  z  Z=i  p  t/ -{- ^  x  solutio  particularis  est  obvia  scilicet 
z=nCx^  y),  unde  fit  p~^— n.  Deinceps  autem  methodum 
dabimus  cx  hujusmodi  fiolutione  particulari  generalem  cruendi. 

Excmplura     l. 

189.     Sl  posito  d 3=zpd:c  4- q  ^  1/  debeat  esse 
py^qxz=i^-f, 
Indolem  /unctionis  z  investigare. 
Cum  hinc  sit  ^r=— ?/  +  ^,   erit 

T  =  =^etV=:^, 
unde  fit 

aSzzM(az  — ?^|g  et  aRz=L(aar-.-2|^. 

Sumatur    crgo   Uz=.—,    ut  fiat  S— ^,    et    L  =  2  :r,     at    fiat 

R  zr:  o:  o;  —  yy.     Quocirca  hanc  adipiscimur  «olutioncm 

—  —  i:ixx  —  yy^,  scu  ^zzizy^^iiixa:  —  yy). 
y 

Ezemplnm     2. 

190.     Si  posito  3 z  z=.p  d  x-^-q^y  debeat  esse 
pxx  ~^qyyz=.nyz, 
dejinire  indolem  /unctionis  z. 

voi.  m.  17 
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Cum  ergo  sit  ^zr-^-p  +  ^,  erit 

T=:~—  et  Vzi:'^, 

tfcque    hio    casus    ia    nosfro    problemate    continetur.     Unde    colligi 
oportet 

Quare  samto  L——  fit  R  — ^ —  zz^^^;   et  sumto  M  =z  -^. 

fit   S  =:  ^,    ideoque  solutlo  prodit  ista 


!5  =  f:^  et  z  =  s/»f:^. 


ac^      ^-   -^  —  ^       '    xy 


Problema     34. 


191.  Si  posito  dz:iz:pdoo-\-qdyj  debeat  esse  prrr^/T-f-V, 
existente  T  functione  ipsarum  a;  et  y ,  at  V'  functione  ipsarum  x  ct  Zy 
indolem  functionis  z  investigare* 


S  o  I  u  t  i  o. 

Simili  modo  ut  ante  si  loco  p   Yalor  praescriptus  substituatur, 
obunebitur 

dz  —  rdxzizg  (dy-hTdx). 

Jam  ob  indolem  functionum  V  et  T  sequentes  Integrationes  instituere 
licebit 

UCdz^Ydx)=zdS,  T!fi(dy-i-Tdx)=zdRy 
imde  fit 

^  =  ^45,  seu  dSz=z^dK. 
Atque  hinc  facillime  colligitur  haec  solutio  .         ■•■;'«     >* 

^zrf  ;R,  et  S=:f:R. 
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P  r  0  b  l  em  a      36. 

192.  Si  posito  dz—pdx-^gdy  debeat  esse  2— M/^-f-N^, 
existentibus  M  et  N  functionibus  quibusvis  binarum  variabilium  x  ety; 
ex  quadam  solutione  partioulari,  qua  constat  esse  9  ~  Y^  indolem 
functionis  z  in  genere  determinare» 

8  0  1  n  t  i  o. 

Valor  iste  particularij  V,  qui  est  functio  ipsarura  x  tt  y  dif- 
ferentietur,  sitque 

5V=:Paa;  +  Qay, 
qui  vaior  quia  loco  z  substiiutos  satisfacit,   ubi  fit  pznzl?  et  q:zzQ^ 
erit  per  hypothesin 

V  —  M  P  4-  N  Q. 
Jam   generatim   ponatur  z  — Vf;T,  sitque 

dT=:Rda:-\-Sdy, 
et  nunc  quaeri  oportet  hanc  functionem  T.     Ex  difFerentlatione  autem 
eruimus 

;>  =  (|D=:Pf:T-HVRf:T,.et 

7  =  (g)  — Gf:T+VSf:T. 
Quare  cum  sit 

z=z:M;7  4-N7=:Vf:T,  crit 

V  f :  T  rz:  (M  P  +  N  Q)  f :  T  +  V  (M  R -I- N  S)  f  :  T, 
et  ob  VrzMP  +  NQ  per  hypothesin  habebitur 

MR  +  NSz=0,    hinc 

9Tz=R(da:-^X 
Jam     nosse     non    oportet    R,      sed    sufficit     considerari    formulam 
N  d  X  —  M  9  j/ ,  quae  ope  multiplicatoris  cujusdam  integrabilis  reddi 
potest.      Solutio    ergo    facillime    huc    redit,    ut    ex   conditione    prae- 
scripta  zzrzM  p-^Vi  q  formetur  aequatio  realis 

dT=zR(Ndx^Udy), 
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4 

invento   enira   multiplicatore   idoneo  R,    pcr  integ;rationem   reperitur 
quantita§  T,  qua  inventa  crit  z^zz;Vf:T. 


A 1 1 1  e  n 

Facilius  valor  generalis  hoc  modo  invenitur ;    ob  valorem  ipsius 
z  cognitum  V,  statuatur  zzizVt;,   sitque 
'dvzzzrd  oc  •+•  sdy  \    erit 
p  —  ?v-^Nr  et  ^— QV-f-Vj, 
ideoque 

z  =z::M;7 --t-- N  <7  ==  (M  P4- N  Q)  tr  ^^  V  (M  r -f-N  ^)  zz:  V  i;. 
At  est  V  z=  M  P  4-  N  Q ;   ergo 


Mr--f-N^zz:o>  scu  ^zz— ■ 


dv  —  r{dx^^)ziilaidx-Udy). 
Statuatur  ergo,   idoneum  multiplicatorem  investigando, 

RCN3a:  — M9f/)z=.aT,  erit  dv=i^^.dT, 
ex  quo  colligitur 

j^^—f  :T  et  1/  — f:T, 
ita  ut  in  genere  sit  ut  ante  2^  =i:  V  t/* 


CoroIIarlum      f, 

193r  Proposita  ergo  conditione  i^  — M/7-f-Ny,  ut  slt 
dzzrzpdx^q  d  y,  statira  consideretur  aequatio  differentiali» 
R(Ndar  —  M^j/)  —  5T,  unde  tam  multiplicator  R  quara  inde 
integrale  T  reperitur;  haecque  operatio  non  pendet  a  valore  par- 
ticttlarl  cognito  V< 
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Corollarium     2, 

194.     Inrenta    autem    quantitate   Ty    si   undecunque   innotue- 
rit    soludo    particulariter    satlsfaciens    z  zil  V^    eritsolutio    generali^ 

5? V  f :  T.        Probe    autem    notetur    ex    solutione    particulari    ge- 

neralem    elici    non   posse^    nist    conditia    praescripta    sit    hujusmodi 

Ex  e  mp  lu  m     liT 

196.      Si    posita   dz^Zpd^^-^qdj/    debeat    essg  zZLpff-^qx^ 
eoc   valore  particulari  zzix-^y  generalem  dejinire. 

Cum  hic  sit  M  n:  y  et  N  zz  ar,  habebimus  hanc  acqtiationcm 
R  (a:  5  ar  —  y  5  y)  izr  3  T,   hincque 
T  — fr(:rar~i/i/); 
crgo    solutio  generalis  erit 

zzii(x  -f-j/)  fidxx^y  y). 

Exemplum     2^ 

196.     Si  posito  d  zznipd  X  -{^  qdy  deheat  esse 
z=:pCx-^y)  -i-q(y  —  x)^ 
ex   valore   particulari  zzzi'^ (pc x -^yy")    generalem 
invenire* 

Ob   Mzrror  +  j^    et    Nzry  — ar    formula   N3ar  — Mdy 
deducit  ad  hanc  aequationem 

R(ydx  —  ardo?—- ar9y  —  yDy)=zdT. 

Sumatur  Rzr^-—^;,  ut  sit 

aT— ^^'-"^^-^E— ^  «^'« 

•^      aex-f-jy:)'  xx-\-yy    ' 

T  =;  Ang.  tang.  ^  —  J  /  (a?  a;  4- y  y)r 
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Atque  ex  valore  hoc  dupliciter  transccndente  erit 

z  —  /  (a;  o:  -+.  1/ t/)  f :  T, 
simulcj^e  patet  nullum  alium  dari  valorem  particularem ,  qui  sit  algc- 
braicus,  praetcf  datum  9 :!:;:  y^  (^  ^  -H  y  y). 

£xe  mp  lu  m     3. 
197;      Sl  poslto  dz^iizpd  po  -+-  (jdu  debeat  esse 

ex  invmto  valore  particulari  5  11::  V ,    indolem  fun^ 
ctionis  z  in  genere  dejinire. 

Hic  est   M  —  aa:4-|3j/   et  N  —  y:i?-f-5^,    unde   deducU 
mur  ad  hanc  aequationem 

"Biiiyx-^^y^dx  —  (a  a?  ^- j3  j/)  9  t/]  —  5  T, 
ubi  ob  formam  homogeneam  debet  ^sst 

"^  7«x-+-^J — a)xy  —  ^yy'^ 
ut  sit 

;\  rp  {yxA-^y)dx — {ax^^y^dy 

^  •*•  "~       7xx-h(d* — a)xy — ^yy      » 

nd  quod  integrale  inv^niendKm  ponatur  yzzzuop^    ac  prodibit 

;\  rr.  dX  (g-4-(3tt^att  . 

f (fdzPj^_— /u     erit  T  — Zrc  — ZU 

ct  cum  functio  ipsius  T  sit  etiam  functio  ipsius  ^,  erit  in  genere 
i5~Vf:^  Patet  autem,  cum  U  sit  fun,ctio  ipsius  u  — |,  fore  U 
functionem  homogeneam  nullius  dimensionis  ipsarum  x  ct  y^  ideo- 
que  ^  functionem  unius  dimensionis. 

S  c  h  o  1  i  0  n.  ^ 

19  8.      Hoc    ergo  exemplo    difficultas   restat,    quomodo  solutio 
particularis  z~Y    obtineri  queat ;    nisi  enim  una  saltem  hujusmod 
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8010(10*  partictklaris  constet,  solutlo  generalis  ne  absolyi  quidem  po» 
test.  Pro  hoc  autem  casu  solutionem  particularem  sequenti  modo 
clicere  licet,  qui  cum  aliquid  singulare  habeat,  nullum  est  dubium, 
quin  ejus  ope  hoc  calculi  genus  haud  parum  ^  adjumenti  sit  conse- 
cuturum. 

Pr  oble  m  a     36* 
199*     Si  posito  d  zznp  "d  oo  ^q^dy  debeat  esse 

Talorem  particularent  investigare,  qui  loco  z  substitutus  hulc  con^ 
dltioni  satisfaciat.  ^ 

S  0  I  u  1 1  o. 

Negotium  hoc  Sticcedet,  si  pro  z  cjusraodi  valoretii  quaera- 
mus,  qui  sit  functio  nullius  dimensionis  ipsarum  x  et  t/,  seu  posito 
yzziux^  qui  sit  functio  ipsius  u  tantum.      Ponamus  ergo 

zzzziiuzzifi^y  eritque  f^:uzzi~; 

.t   obau=^-5;^,   erit 

9a:=:(^-.^f  :u,    hinc 


/'=-If^:«=-:-|=etv  =  ^f':u=^'' 


Qulbus  valoribus  pro  p  ^t  q  substitutis,    conditio  praescripta  praebel 
g  iz:  o:  (a  ^  p  M)  /)  •■«-  ar(y  +  $  u)  9  =  -«a<«+PuHa.(7+y«>  ^ 

unde   fit 

dz  «i_^  3tt 

«  -         7-h(0  —  ol)u — Puu 

Fonamud 

/L_- ^^     ■     ■    — /V 

Jy^(^S^ot)u — Ptti* ^ 

tit  flat  zzziYy    eritque  V  valor  particularis   pro  :t  «atisfeciei». 
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Cbroliariuin     1. 

200.     Invento  hoc  yalore  V,    praecedentls  exempli  ope  solu- 
tio  generalis  facile  invenitur.      Erit  ^cilicet  zzizYt:^  cxistente 

V   '       7H-v.^ — a)u—l?uu^ 

unde    patet    quantitatem   U    cx  ipso   yalore    particulari   Y    inyeniri 
posse* 

CoroUarium     ;2. 

20i;     Erit  cnim 

ideoque         •  . 

sire 

Yi(a-4-5) 

Corollarium     3j 

202.     ^uocirca  invenlo  yalore  parliculari  zzziY^   ut  sit 

T^  =  y^(S-a:^?Tji^  existcnte  «  =  f, 
crit  valor  generaliter  satisfaciens 

Corollarium     4. 

20  3.     Hinc  colligitur  alius  yalor  particularis,  qui  semper  est 
algebraicus,  erit  is  scilicet 
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I 

vel  €JU8  multiplum  quodeunque.  Nisi  autem  V  sit  quantitas  alge* 
braica,  omnes  reliqui  valores  erunt  transcendentes,  et  in  hac  forma 
contenti 

S  c  h  o  I  i  o  n. 

20  4.      Unicus   casus,    quo  5~  —  a  et  oonditio  proposita 
z:=:pCctx '-h^yy+'q<iy  X  —  ay), 
pcculiarem   evolutionem   postulat.       Primo   autem  posito   m  — ^,    pro 
valorc   particulari  zzizY  erit 
7  V  —  r iif 

J  y  —  aoru  —  ^uu* 

Tum  vero   ob 

3  U  _      Ca^puyd  u_  . 

V    7  — 2(rii  — pttii'     ^^*^ 

V=zy^^_^^^_^^^^  ctlz=zy(yxx^2cixy^^yyy, 

ita  ut  jam  valor  generalis  sit 

^zzziY  f:(y  xx^  2  a  xy  —  ^yy\ 

Per  se  enim  raanifestum  est,  formam  f:}/T  exprimi  posse  per 
f:T.  Nisi  ergo  V  s\t  functio  algebfatcft^  hoc  cwa  nul^fi  aolutio 
particularis  algebraica  lacum  habet 

Exemplum      1. 

206.     Si  posito  dz—pdx-^gdy  esse^  dfbea(  nzz^py-^gyf 
indolem  /unctionis  z  Investigare. 

VoU  IIL  18 
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Comparatione  cum  forma  nostra  generali  instituta  fi% 
aznO,  ^=1  y^z  —  l  S=zO. 
Hic  ergo  casus  ob  S=r — a  pertinet  ad  §.  praecedentemi   unde  fit 

/  V  =:  f:z~:-^  =  —  «  Ang.  tang.  u. 
Cum  Jgitur  sit  u  — -,  forma  generalis  est 

Excmplura     2. 
206.     *yi  posUo  3  z  ii:;i  9  ^  -I-  <7  d  y  debeat  esss' 

indolem  functioms  z  investigare. 
Comparatione   facta  fit 

fiincque 


I 


tr 


ct  solutio  generaiis  est 

X 

i5— ^-+-7f:(a?4-sO>. 

Exemplum     9. 

2 0  7«     Si  posito  d  zznpdx  ^q^t/  deheat  gsse* 

z=zp(x  —  2  y)  H-  7  (2  o;  —  3  j/), 

indolem  funetionis  z  investigare. 

Cum  ergo  hic  sit 

a=l,  P=  — 2,  Y=2,  ct  5  =  —  »v 
trit  primo 
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jY^/       9-« ■+■'     > 

6t  ^iia  son  «st  Sm^^^ay  «olutio  generalie  statim  prodit 
^  4ib 


Y^^^^x—y)^  efrt 


IZnde  solutio  simplicissima  ^st  z  —  —'-z- 

'S  cTi  oli  on. 

508.     Hic  tnerito  quaerimus/  quo  patfto  Tiaec    solufio    geue* 
calis    statim    sine   adjumento    6olutionis    specialis    inveniri    potuisset? 
.«cquenti  autcm  modo  ista  investigatio  instituenda  videtur.      •Cum  sit 
p  (a  x-t^p  y)  zz  z  —  <7  (y  a?  +  5y)  ct 
^(Ya;  +  5y)zr:z  —  /?(aa;  +  |3  y), 
«81  ^terque  ralor  seorsim  in  forma 

dzzizpdx-^qdy 
substituatur,  prodibunt .  binae  sequentes  «equationes 

(aa:-f-piy)5z:z29a?  — y(ya?-#-5y)5a:-f-^(aa?-4-|3t/)9j|f, 
(Ya7-^5j/)5s-z32/H-jP(Y  x-^^y)  d  x—^p  (ax-^^y)  dt/. 
Multiplicetur  prior  indefinite  per  M   posterior  per  N,    et  jproducto- 
rura  summa  dabrt 

dz^M^aar-^pt/^H-N^yar-^-Sy)]  —  z(M3a:-HN3y) 

rz:  (N  p  —  M  <7)  [(Y  ^  -^-  5  j/)  3  a?  —  (a  a:  ^  j3  «/)  5  1/], 

ubi  jam  M  et  N  ita  capl  debent^  ut  prius  membrum  integrationem 

admittat,    tum   enim   ejus    integrale    aequabitur    functioni    cuicunquc 

quantitat^is 
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quam  supra   (§.  1 9  7.)   definiie  docuimus  ::    unde  patet  illud  integrale 
fieri  zzif:^.      Manifestum   autem   est^    M  et  N   ejusmodi  functiones 

esse  opartere  ut  haec  aequatio  fiat  possibilis 

a» M;^x-+-way 

aeu    ut   membrum    posterius    integrationem   admittat ;    quod    si    enim 

cjus  integrale    sit  — /V,    erit  ^  — f:^.       Pro   had    imegrabilitate 

ponamus  y  zizu  x^  et  M  et  N^  functionis  ipsius  u,  erit 

dz (M-f-Ntt)ayH"N.xatt 

2s    Mx(a.-i-(ittJH-W«,7-hJM)* 

Ubi  integratio  succedit  sumcndo   M  in  —  H  Uy  ut  sit 

d  z dz^^i 

7  V  —  /i__ijf 

prorgvBi  ut  ante« 

Problema     36. 

2  09.  Si  posito  dzz:pdX'+'qdy  debeat  csse  ZnpT-^qQy 
existente  Z  functione  ipsius  z.  tantum,  P  et  Q  autem  functionibus 
ipsarum  x  et  y  quibusvia  dati^^    indoleuii  functionis  z^  investigare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Forraentur  sequentes:  acquatrones  ex  propositis 
hd  zziLpd  x-^Lqdy^  MZdx^zMpPdx-hMqQdx^ 
NZdy-l^pPdy-i-NqQdy, 
quae  in  unam  summam  collectae  dabunt 

La«4-Z(Md^  +  N3«/)=:j5[(L+MP)aa?4^NPayl 
^^qiCL-^NQ^dy-^MQdxl 
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Ut  jam  pars  posterior  habeat  factofem  a  Htteris  p  ^i  (f  litjefUm,    fiat 

ttnde  fit 

LLH-LNQ  +  LMP==:  0,  een  Lzz:—  MF  — NQ, 
quo  valore  inducto  erit 

-  a  z  (MPh-NQ)  ^  Z  (MaaKTH-Ndy)  r  (Mi/  — N/>)  (Q3^af--P9s^). 
Cum  nunc  P  et  Q  sint  Cunctiones*  datae  ipsarum  x  et  y\  dabftui^ 
muUiplicator  R,  ut  ffat 

R  (Q  a  :c  _  p  a  y)  —  9  ir^  ideoque 

—  9  z  (M  P  +  NQ)4-Z(Mda;-4-Na  y)=z  ?[i=!Li  ,a  u; 
Pro   partc  priorF  capiantur  fiinctionw  indefinitae  M  et  N  ita  ut  for- 
™^^^    ^MT+wQ^    integrabiiia  evadat,.    id    quod   aemper    ficrt   licct, 
sitque 

€t  ob 

M  d  a:  -f-  If  9  «/^=2 (M  P  4^  N  Q)  3  V, 
aequatio  nostra  hanc  induet  formam 

(MP4-.NQ>(— a^4-zav)z= ?^I^.aU,  seu 
3  «        ;)  V w  f>  —  nq         -^  jj 

Statuatur  janr 

KZ(MP-HNQ)  *    •  '^» 

atque  habebitur 

/^  —  VzzfcU,  8eir/^z=V  +  f:ir,. 
unde  z-  determinatur  per  x  et  ^. 

Coroirarlum     !♦ 

210.  Pro  solutioile  ergo  prdblematia  quaerattur  primo  adfbir^ 
mulam  Q  d  ^  —  F  d  ^  multipUc&tor  R  eamt  reddens  integrabilem^ 
statuaturque 
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«mde  coUigitur  quantitas  U  per  binas  Tariabilei  x  ttt  ^  «xpressa. 

G^ronarinHi     2. 

211.  Deinde  quantitates  M  et  N  ita  capiantur,  txt  formula 
y* T-^j^Q^  fia4:  integrabiUs,  ottjus  integrale  si  statuatia:  rz  V  «tatim 
tiabetur   solutio  generalis   problematis ,   quae  dat 

£xe  m  plum. 

212.  Si  P  et  Q  Hnt  funcliones  homogeneae  ipsar,mti  x  tt  ff 
utraque  dimensionum  numeri  zn  n,  solutionem  pro* 
blematis  perficere. 

Ponatur  yzzzuxy  et  tam  P  quam  Q  fiet  productum  ex  pote- 
«tate  0?^  in  functionem  quandam  ipsius  u.      Sit  ergo 

Vz=.a^^  et  Qzzzx^T, 
«runtquc  S  et  T  fuactioocs  datae  ipsius  m.    -  T^m  rero  ob 

dy  Z^udx-^-^xdu^ 
formula 

nbit  in 

a?«Taa?  — ^«Swaa?  — a?*-+^'Sau=a?*{(T--Sii)da7— -Borau]. 
Sumatm*  ergo 

^  —  '  t,^,  ^ ::; — »  fietque 

9  U  — :  ■—  —  f~::|^ ,   unde  collighur  U. 
Deinde  pro  altera  quantitate  Y  habebimus  hanc  ftequationem 

~         a?«(MS-i-NT> 
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obi  jam  facire  est,   pro  M  et  N  efjusmotdi  function^   ipsius  u  a«8U' 
mere>   ut  haec  formula  integj*a(ionem  admittat.     Integrale  sciiicet  erit 

—  M  —  N  if 

(n—  Oa;'»— •  (MS-hNT)' 
st  M  et  N  sett  ^^  =2  K  ita  accipi  debet,  ut  &a£ 

t  ^      K  -f-M_ _  _1_        ^u 

in  —  1)  o;"—  O  '  KS  -4-T  "~  «™— ' *  k¥+T'  "^* 
-.KKa5-t-KSa^u-.wKaS-^MSaK-+-T9K— K3*T 
H-Tau~uaT-+-(n—  l)aM(KS-4-T)r=a, 

quae   ad  Banc  fbridaam  rieducitur 

^T— Su)aK-4-K(«saM-MaS-aT)— KKaS-i-nTau— uaTro, 
£x  qua,  concessa  aequationum  resolutione,  cognoscitur  quantitas  K,. 
qua  inventa  erit 

Y  -^        •      •—  K  ~  a 

(n—  Da?"— '(KS-*-T) 
Cum    autem  illa   aequatio   solutu    difficilis    videatur,    pon&tur   statin» 

K  =  Hr7~etKS  +  T  =  lE^^         . 
jmdc  Bt 

—  V 


q.ua  resoluta  erlt  Y  zz 


(n  —  1)  o;'*^^— *  * 


C  proriariunr. 

2tS.  Casus  autem  qpio  nrr  1  smgularr'  evDlutione  eget.^ 
Facile  autem  patet  tuitf  sumi  debere  Mz:-Nw,  ut  fiat  dY:::^^^^, 
unde  postquam  quantitas  Y  fuerit  inventa,    erit  semper 

/^=VH-f;ir. 
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.     .  .Sch.o  1  ion.    ..    <   . 

214.  Cum  ternae  variabiles  x^  y^  z^  sint  inter  se  permu- 
tabiles  patct  hoc  probkma  multo  latius  cxtendi  posse.  Scilicet  si 
conditio  proposita  hac  continetur  aequatione  p  P  -f-  q  Q"|-  R  ~  0  , 
non  solum  solvendl  meihodus  adhibita  suceedit,  si  R  sit  functio 
ipsius  z,  et  P  cum  Q  functiones  ipsarum  x  et  y,  sed  etiam  si 
fuerit  P  functio  ipsius  a:  et  Q  et  R  functiones  ipsarum  y  et  z ; 
tum  vero  etiam  si  Q  functio  ipsius  y^  at  P  et  R  functio.nes  bina- 
rum  reliquarum  x  ci  z.  Haec  vero  conditio  cum.aiite  tractatis  eo 
redit,  ut  binae  formulae  difFerentiales  p  tt  q  sint.  a  se  invicem 
separatae,  neque  plus  una  dimensione  occupent,  etiamsi  et  his  casi- 
bus  ingens  restrictio  accedat.  Quodsi  autem  conditio  magis  sit  com* 
pltcata,  solutio  vix  unquam  sperari  posse  videtur,  interim  tamen 
casum  ejusmodi  proferam,   quo  solutionem  expedire  licet. 

Pr oblem  a     37. 

2 1 5t     Si  posito  dz^zzpdx-^qdy^   debeat  esse 
qznkp^x^^y^^z^ 
indolem  /uncUonis  z  in  genere  investigare. 

S  oluti  0. 

Posito  hoc  valore  loco  q^   habebimus 

d  zzrzpd  X  -i^  Ap^  x^  y^  z"^  dy,  unde  6t 

Ay^  Byziz  p    ^  x    ^  z    ^  Qz  —  pd  x). 

Ponatur  p~^  x~'^z~'' zzzt,  ut  sit 

^i.    ^  ^    _  L 
pzzzt      ^'^x      ^  z      *,  eritqtie 

Ay^dyzzztdz — t  ""  .x      ^  :5.     »  ^a:* 
Btatuatur  porro'   *      * 


Digitized  by 


Google 


<5'APUr     VI.  14« 

V  n 

<*— '«— ^  — tt",  seu  tz=.z''—^u^—\   orit 

J  am  paitibus  quoad   fieri   licet  integratis   adipiscimur 

n      «+v— j  n-X  I     n+v— I  n— X 

|A.H-i^  n-hv— I  n— X  -^       VnH-v— I  n— X  /  ' 

pc ;  aaniQ;  «phltiontai  per  prfteoQptii  siipra  data  enpedire   liceti   scili* 
cet  statuatur         \  ■  ''    -  -  '   ^ 

t        n-f-v— -«  n — X 

]1 — u^ — 1^  n  — I     _i !_2:"^~  —  f:ii* 

n4-v  — 1  ^n  — X^  *    •  «*t 

eritque     .'     .   *  -  ^  ' 

n       n+V"-t  n— X 

^yi^t^^Jlr:::Lu'''^'z''^'^^'+^  -XrUX    ""     ^ntiu, 
M-h"*'  n-#-v  — 1  *     n  — X 

stque  ex  his  binis  aequatioaibus^  si  elidatur  u,    dabitur  utique  z  pet 
o?  et  y, 

CoroIIarlum      1« 

216.  Ca6u$.n=zl   pecuUavem  postulat  tractMionepi,    cun». 
cnim  posito  ;>  zn  ja?~^z"~'  sit 

A.y^dyzz:tdz  —  x    *^  xrr*  dai,   erit 

atgue  hinc:^tatDm  concluditur 

j—y'*-'-'^^^^^^;*-*'^-*-!-^:»,  cxistente 

217.  Casus  autem  nH-y—  i  —  0  ct  n  —  X  =;  0  nuUtm 
facessunt  molestiam,  cum  vstt  ptiori^  catu^ 

n-hv  —  t 

Vol.  III.  19 
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poeteriofi  .anteni 

n— k 

n — X 

q;aofl  valor«8  in  solutionem  introdtaci  oportet* 

£xempruni. 

21&.     Si  posiio  ^zz^p^x -\^dy,  debemt  «»«  p<fxyz=MXp 
seu  <7  =  -^,  functiomm  2  inuestigare, 

Erit  cBgo 

^^=zpda:-^f^,  seu  if^^^O  « -;»3*)v 

Ponatur  ^=:t,  seu  ^  =  ^,  «it  -^=:«da j^^ 

Statuatur  porro  <izi=uu^  aeu  tziz  ^r  ot  ait 

ffdy  . u3a; gwffy 

y  Vx  X     * 

«t  quoad  fieri  pote»t  integraado- 

alyz=.2uy^z  —  uulx  —  f^  «  C^  /  z  —  2  n  /a?) , 
i\»  ut  jam   po8t   signum    integrate  uni«um  diilerentiafe  d  u  reperia- 
tur.     Posito  ergo 

yz — u  l  xznt^.iUt  erit 
aly^2  u  Yz  —  t^u  l  X  —  2  f :  u-u  u  tx  -+-  7  ttf  :  u-^2  i:u^ 

Fro  casu  simpUcissrmo  sumatur  f:uz^O   et  f:.u~0^  erit  wz.j^r 
ideoque 

itt  ut  pro  ea«u  simpllcissimo  sit  zi^alx  .fff.     SI  ponatmr 
f :  ^  z::  M  / c  et/  f :  u  z:r i  w  u /c,,  crjt 
u=z^-z=z^  et 

U-irU lcx    ^"^ 

j'     ag-  zlx  glc     fg 

ita  Ut   sit 
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nagis  generaliter  autem  erit 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

219«  Methodi  liactenus  ,  tradltae  liaud  mediocriter  amplifica- 
l^untur,  ai  loco  binarum  variabilium  x  <et  y^  quarum  functio  esse 
debet  is,  fainake  aliae  variabilea  t.et  u  introducantur,  quarnm  relativ 
ad  illas  detur,  Ita  si  z  slt  functio  hinarum  Tariabllium  x  et  y^ 
ut  inde  prodeai; 

dzzzzpdx^  qdy^ 
ac   loco    X  et  y  liliae    novae   yariabiies   l  ^t  u  tntroducantur,     ut 
jam  dtfierentiatione  instituta  prodeat 

dz^zrdt-^sdu-^ 

qtiaeritur  quompdo  r  et  ^  per  p  et  q  determinentur ,  pro  relatione 
inter  pristinas  Tariabiles  o? ,  y  et  novas  t  €^  u  stafbilita.  Hinc  ergo 
tam  X  quam  y  certae  cutdam  functionl  ipsarum  i  et  u  aequabitur, 
quae  cum  detur  sit 

dx=:Vdt^Qdu  et  dyzziRdt-^Sdu, 

ita  ut  facta  bac  substitutione  z  jam  sit  functio  ipsarum  £  et  u. 
Cum  igitur  esset 

dz—pdx  -\-qdy, 
erit  nunc 

dzz=Li?p-\-'R.q)dt^  CQp  ^Sq)du. 
Est  vero  per  hypothesin 

d  zznrdt  ^sdu^ 
unde  habebitur 

rzizPp  +  Rq  «t  szizQp^Sq. 
Quare  facta  hac  substitutio&e  valores  difiercntiales   novi   ex  praece- 
dentibus  ita  dieterminabuntur ,  ut  sit 
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Unde  etiam  cum  sit  vicissim 

Qr  —  P  f  nz  (Q  R  —  P  8)  ^  fct  .^  r  <r-  ^s^  ^cS  —  Q  R)'/), 
concludimus  fore 

,(§;^) ^ifT^QlR  (df/^^^p^s— <Fk  Qtt)'     '■'       '      ''    ' 
Vchciiiti  ar'^8l  y- pbrindc  ae  z  aint  fun-etiottfes  ip*iBrrum''i 'et  >U'hMf6 
rtlatiX)  '4ta'  'exprimi  ^  potttt ,  'ili  sit    • 

•  ^  dJ  '—'  ij^y^dTx)  t+"  (a~tt)  Cay) ' 
Hinc  effieiturj^  ut  quae  problemala  .pro  daia  .quadam  felfttiooe  inter 
Pt  9r  ^9  y>  ^  resolvi  possunt,  ea  quoquc  pro  rdbatione  iijde  resuU 
tante  inter  r,  s^  t^  u  et  z ^resolvi  queant;  .unde  saepe  ^ptoble- 
mata  na^untur,  quae  solutu  vehementer  difficilia  videantur^  ex.,quo 
non .  contemnenda  subsidia  in  haijQ  Analyseos  partem  inferrl  pos- 
8ent;  sed  quia  usus  praecipue  in  formulis  differentialibus  .  ^ecundl 
gradus  spectatui:^  his  uou.  fusius^immorana  ad  eas .  evoluendas  pro«^ 
gredioiv  ' 
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D  K 

FORMULIS  DIFFERENTIALIBirS  SECUNDI  GRADUS  IN 

GENERE. 

Froblema     39« 

220*. 

Si  %  sit  functFa  qiiaecuiic|jae  binarum  variabiirum  x  ef  STi   ejus  fbr* 
mulaa  difiercntjarca  sccundi  graJus  exhibere^ 

9olu  \\.fu 

Cum  z  sit  fudctio  binarum  vadabHium  x  «t  \^r  cju»  differe» 
tiale  huj^smodi  habebit  formam 

eit  quar  p  tt  g"  sunt  formutae    diflerentiaTes  primi  gradur,    quaY  ita. 
denotare  solemus 


Cum  mmc  tint  qaoqn«  ^  et  9  fanctMnes  ipaaFunr  x^  eC  y^  fenmr-' 
lae  differentiales  inde  natae  erunt  formulae  differentialea  •eomidi 
gradus  ipaiu»  s,    unde  intelligitur  quatuor  hiijusmodp  farmuias  nascl 

(»»)»  ^dp»  V?»)»  idiy)' 
quarum   autem   secundam  ac  tertiam  fncer  se  conrgmere  in  carcuro 

dBfferentiaK  est  demonstratum.      Sed  Qum  sit  p:^(^^.   timili  scri- 

Uxidi  ratibne  erit  (|J)  —  (|^)»    cujut  scripturae   sigaiffcatuB  hinc 
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•ponte  patct.     Deinde  codem  modo  erit  (^)  rz  (g^g*  ),    atque  ob 
^  iz:  (^)  habebimus 

Quia  crgo  est  (^-^^)  =•  (dTT'}^  functioni  z  conrenient  tres  for- 
mulae,  differentiales  secundi  ^radus^  quae  sunt 

d««/'  \djcdy  "  ^yJ" 

CoroIIarium      1. 

221.     Ut   ergo    ftmctio    z   duirfam '.rariabilium   o:    et   y  duas 
habet  formulas  diiTerentiales  primi  gradus  f 

..    .    <lD"(r>    .,„,.    . ,  . 

ita  habfei  tres   formulas  diflTerentiales  secundi  gradUs 

d«V»    \dxdyy   ^^vVd>«/* 

C  0  r  o'll  a'r  iu  tn     2. 

-  •  fe22/  \Hae\e#|o'fofWtilttb  p^i  dUjiliceni  diflffetehtiationem  nascun- 
tur,  unicam  tantum  quantitatem  pro  Variabili  abclpienda.  Ih  pHma 
scilicet  bis  eadem  x  varjabilis  sumituri  in^  €6eunda\  xero  !  In  altera 
j^j^eren^iatieni?.  o; ,  in  .^ltcxa; ;  %utem'  y  ^  variabilis  ac cipitiy,;  i\q^^  ter^*a 
autem  bis  y. 

Corollarinift,    3..     • 

«i  .r  122^  .:SimiH:..m0(i^  pstefv  rcjusi^eii»  f^nctioirif  z^  quatuor  dart 
flMmiuias  ^2flereiTti&lte  tectii.^gftdasy^scilicet:!  /'        ' 

quarti  autem  gradus  quinque ;   quintis   iti^  etc. 

•''■"  •  .'  '    iii    \  :;i    *.  '  -  "  » 

Scholion. 

• .       -  -  ,  »  ,       . . . 

I    5.24..  .,  Fqrmulae  hae  djffQrentides  ,secuwdf  gradus.  ope    substi- 
tutioms  saitem    ad  formam    primi  gitfdas    revOcari  possunL       Veluti 


Digitized  by 


Google 


CAPUT     L  153 

formula  (||-^,  si  ponatur  (|-^)— ;»,  transformabitur  in  (|^);  for- 
mula  autem  (3^3*1)  eadem  substitutione  in  hanc  (|^.  At  posito 
(J~)=i:9,  formula  (3^^)  transmutatur  in  hanc  (||) ;  formula  au- 
lem  (|— r)  '^  hanc  (^,  Vicissim  autem  uti  ex  aequalitate  p  z  (j-^) 
deduximus 

(r&=(|-if)"0  =  O- 

ita  cx  his  ulterius  progrediendo   colligeraus 

(ddp\ /33  g\      /  ddp  \  . /  3?g  \      /93f>\      /  93g  ^ 

\dx»> Vdx3y»    Vdacdy  Vdx«3y'    Vd^yV'    Vdxd^V* 

Tum    vero    etiam    si    ponamus  (^^)  rz  (^^) »     binc  sequentur    istae 

aequalitates 

/d^<7\ /  3385   \      .    /33^  \ /  33«    v 

Hicque  est  quasi  novus  algorithmus,  cujus  principia  per  se  ita  sunt 
manifesta,  ut  majore  illustratione  non  indigeant. 

Exemplum      1. 

226.      52  sU  zznxy^    ^us  /brmulas    differentiales  secundi 
gradus  exhibere. 

Cnm  «it  dD  =  y  et  (|p  =  x,  erit 
0  =  °-0='   «'(||l)  =  »- 

£x  emp  1  um     2. 

22©.     Si  sit  zzzx^y^,    ejus  formulas  dijerentiales   secundi 
gradus  exhibere. 

Cum  «it  (|D  =  wi  a;«— »  y»  et  (|p  =inx^  y^—' ,  erit 

^=m(m-  i)x-^--y-,  (^^-)z=.m  nx-^-^ y—\ 
(||^)  =  n(n-l)a:-y»— . 
Vol.  III.  2  0 
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Exenaplum     3, 

22 7.     Si  sit  zzizy^Cxx  ^y y),   ejus  /ormulas  differentia^ 
les  secundi  gradus  exhibere. 

Cum  8it 

(Bz\ ._         *  f  f^^\ y • 

/d^g^ yy  /  33g  \ —  J?y     ^ 


/aaa\ 


a?a? 


2 
ixx^y  yy 

S  c  h  o  1  i  o  n« 

228.  Quemadmodum  binae  formulae-differentiales  primi  gra-^ 
du8  cujusquc  functionis  z  ita  sunt  comparatae^   ut  sit 

et  integrando 

ita  quoque  in  formulis  secundi  gradus  erit 

(|J)=/[3«(,^>+ 3  5,(111)]. 

Tres  igitur  formulae  secundi  gradus  scmper  ita  sunt  comparatae» 
ut  geminam  integrationem  praebeant,  si  scilicet  cum  differentialibus 
d  o;  et  d  ^  rite  combinentur^  haecque  proprietaa  quae  probe  note-- 
tur,  in  sequentibus  insigne  adjumentum  afferct. 

Problema     39. 

229.  Si  z   sit   functio   binarum    yariabilium  o?  et  ^;    loco  x 
et  y  introducantur   binae   novae  yariabiles   t   et  u^    ita  ut   tam   x 
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quam  y  aeqiietur  certae  functioni  ipsanim  t  ti  u^  formulaa  dijBre- 
rentiales  secundi  gradus  ipsius  z  respectu  harum  novarum  yariabi* 
lium  definire. 

S  o  1  u  1 1 0. 

Quatenus  z  per  x  ti  y  datur,    datae  sunt  ejus  formulae  dif- 
ferentiales  tam  primi  gradus  (^),  (^*),  quam  secundi  gradus  {^^% 

(diriy)^  Cd^)'  ^^  qnibus  quomodo  formulae  differentiales  respectu 
novarum  variabilium  t  tt  u  detcrminentur  definiri  oportet.  Pro 
primo  gradu  autem  cum  sit 

quia  tam  x  auam  y  datur  per  t  ti  u  erit 

quibus  valoribus  substitutis  habebitur  ipsius  z  differentiale  plenum 
ex  yariatione  utriusque  l  ^t  u  ortum 

3  -  =  3 '  (tD  (aD  +  3  "  ^-S  (ID  *  3 '  (I?)  (g )  *  9  "  (rD  <!>)• 

Quodsi  jam  vel  sola  t  variabilis  sumatur,  vel  sola  u,  prodibunt 
formulae  differentiales  primi  gradus 

d^)  =  (K) (iD-^df) (H).  (ID=(|D d-D  +  ^ (I5- 

Simili  modo  ^ulterius  progrediendo^   difierexitiemus  fonnulas 


primo  generaliter,    tum  vero  loco  x  ^i  y   etiam  t  et  u  introduea- 
mus;  hincque  nanciscemur 

df) = df )  (rD + (If )  (H) .  d-D = (r3  d-D + (H)  d?). 

f^\  f9x^    .dq\     ,      /dy\  fdq\        /dq\  fdx\  ^djv     ,     ^dj-v  .df v 

unde  poterimus  formulas  (^^  et  {^)   pro  variabilitate  tam  solius  / 
quam  solius  u  assignare ;    scilicet  com  sit 
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inveniemus 

/d9z\  ^ddx\  /dz\     *     /d9y\  /9»\     i     /9«\2  /<^d«\ 

\dt^J  —  \dWJ  \di/  "t-  VaTr/  Va^;  -r  {^J  Kb^) 

+=(tr)(|f)0+(l7)'(p). 

033»  \  ,ddx\   ,dz\     I     i>  38  y \  /^«"v  ^^  /^^  /?if^  y33»\ 
)tdJ  —  \dtdJ  \dx^  ~+"v.afaV  vdy"»"  Vdf^  va«/  vaa:»/ 

"^  (d?)  (di)  (d^a^)  "^  (a>)  (dP  (didy  "*"  Uf)  (a^)  (aF)» 

/3  9ai\ /3d*\  /d»\     i^  /33^\  /3»\    ,    /3*\2  /33»\ 

\du*J  —  ^dH^J  \dxJ  ~f~  W/  Vd^>'  ■*"  ^a«/   vdP-; 

-*-  =  (|-D(|-')(^a-;  +  (rD'(l|-r)- 

Corollarium      1. 

23  0«  Proposita  ergo  conditione  quadam  inter  formulas  diiTe- 
rentiales  functionis  z,  quatenus  per  yariabiles  t  et  u  definitur,  eadem 
conditio  pro  eadem  functione  z  transfertur  ad  alias  binas  vaiiabi- 
les  07  et  ^,  ab  illis  utcunque  pendentes* 

Corollarium     2. 

231.  Formulae  quidem 

0'  0'  (a-P.  O'  "«• 

per  t  et  u  exprimuntur,  ex  relatione,  quae  inter  o:,  ^  et  ^,  u 
assumitur,  verum  indidem  eaedem  fomuiae  ad  variabile$  o?  et  ^ 
revocari  possunt^ 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

232.  Quemadmodum  hic  variabilitas  quantitatum  t  et  u  per 
formulas  differentiales  ex  variabilibus  x  ct  y  natas  est  expressa, 
ita  vicissim  si  variabiles  t  tt  u  propbnantur,  ex  quibus  certo  modo 
alterae  x  tt  y  determinentur,  sequentes  reductiones  habebuntur, 
facta  tantum  variabilium  permutatioue.  Piimo  scilicet  pro  formutis 
primi  gradus 
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(dH)  ~  (aTi)  (dJ)  "*"  &)  (ars)»  (jy  —  (f^)  (l>)  "H  (dy  w* 

Pro  formulis  aiUem  differentiailbus  secundt   gradus 

/^_3^\  /d  3  f\  /3a\     .     ^dduy^  /3»\     i      /3  t^j  /§_^*\ 

Vdx»/  VdTa/VdT/~'~  Vd«2/'  ldtt/"r"  la~x>'     U/»/ 

4-2(|4)(^:)(a45^)  +  (|^)-e4D. 

\dxdy  —  ^dxdy^  Uf /  "^  ydxdy  \du^ "+"  vax/  Vay  laT»/ 

XdJ  \dy)  KdtdJ  ^  \dx/  \dy)  ^dfdu/  "»"  \dx/  \dy)  \du^)* 
/ddz\  ^^_  /d^t\  /9»\     i_  /ddu^  /3a\  ^^  /^^^a  /^^^\ 
Vd>a; Kdy^)  \dt)  ^  \dy^)  ^dJ  "T"  \dy)    \dt^) 

+  2  \dy  \dy  idTdi^  "*"  (dy)*  Gtt» )  ' 

ubi  determinatio  litterarum  t  et  m  per  alteras  x-  et  y  considerari 
debet.  Quoniam  scilicet  in  conditionibus  praescriptis  binis  yariabi- 
libus  X  ei  y  uti  solemus,  earum  loco  alias  quascunque  £  ct  u  intro* 
ducendo,  loco  illarum  formularum  differentialium  has  noras  formas 
ad  variabiles  ^  et  u  relatas  adhibere  poterimus,  ubi  deinceps  rela- 
tio  inter  yariabiles  x^  y  tt  t^  u  ita  est  constituenda,  ut  quaestio 
solutu  facilior  evadat.  Pro  yarlls  igitur  hujusmodi  relatioaibus  exem* 
pla  eyoluamus» 

£  X  emp  lum      1. 

233.      Si  inter  variahiles  x^  y  et  t^  u   haec  relatio  consti^ 
tuatur^    ut  sit 

tzziCLx  ^^y  et  u  — ya7-f-5y, 

reductionem  /ormuloj-um  dijfferentialinm  exhibere. 

Cum  sit 

di) = «.  (i^) = (3,  dD = Y.  dp = i.. 

hincque  fonnulae  pro  secundo  gradu  evanescant,  babebimus  pro 
formulis  primi  gradus 

(li)  =  «(lf)+V(|-:).  0  =  (J(aD4-5(|D- 
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(pro  fomulis  antm  eecundi  gradts 

<||r*)  =  ^p^4-a(3J(^*^  +  SS(|^). 

C  oro  11  ar  i  um      1. 

234*     Si  suraatur  tzi:x  et  azz:a?-+y,   erit 
anzl,  (3—0,  yxzl   et  5zirl,  ergo 

&=  df)  +  (K).  (rP  =  (^3.  «1«« 

(^'^^('^^  +  aO  +  d-l?). 

Cddz\  ^,^  /  d  3  z  \      j     /3^g\ 
iiJ^J  \dtdJ  ^\du^J* 

/d9z\  _^  /39g\ 

Corollarium     2. 

235.  Et$i  ergo  hic  est  <  =  5?^-  tamen  non  est  (^)^{ji)^ 
CUJU8  rei  ratio  est,  quod  in  forma  (^)  quantitas  y  sumitur  con- 
stans,  in  (^f)  vero  quantitas  urzzoj-f-y,  id  quod  in  genere  no* 
tasse  inuat,  ne  ex  aequalitate  t:rzx  ad  aequalitatem  formularum 
(a»)  ^'  (|f)  concludamus. 

£  X  e  m  p  I  u  m     2 . 

236.  iS£  in^^r  variabiles  t^  u  et  x^  y  haec  relatio  consti^ 
tuatur^  ut  sit  tzizax^  et  m  zr  (3  y*,  reductionem 
exhibere. 

Hic   ergo  erit 
(|i)  =  m  a  a:«-S  ^)  =  0 ,  (||-:)  =  m  (m  —  1>  a  a;«-«, 

di)=«'  (|^)  =  n(3j^-S    (|^)  =  n(n-l)py«-% 
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nnde  obtinemus  pro  fomulis  ^prlmi  gradus 

pro  formulis  antem  aecundi  gradus 

(||^)  =  n(n-<l)|3y«-»(|»)  +  nnp|3y— «(||«), 

in    quibus   formulis  jam  loco  x  tt  y  earum   valores    per  *  ct   u 
induci  debenU 

Exemplum     3^ 

237.  Si  inter  variabihs  t,  u  et  x,  y  haec  relatho  consti^ 
tuatur,  ut  sit  x—t  et  ^=zu,  formularum  differen- 
tialium  reductionem  exh^ere. 

Cum  sit  tzizx  et  unz-^  erit 

hincque  formulae  inroluentes  d  d  ^  evanescunt»     Porro 

\dx^  '^  y^^T^    Vdy — yy^~     t    * 
'    /3d«\ Q       /^\ — n  — -««       /99tt\ aar_^Att3 

Va  x»;  —  ^  >  va*dy  — ^^  —  — >  VJ57;  —  Ji  —  Tr> 

unde  pro  formulls  primi  gradus  habebimus 

/3^\  —  /^\    I    2  /^^\     /9»\ -tttt  /a«v 

\dxJ  —  vdfV  t-  j  K^jy  {^)  —  —  (^;* 

prp  formulis  autem  secundi  gradu» 

/99«  \ -tttt  /3«\  ^_^  tttt  xj9a«  V       «3  .aa«v 

Vd«djr/  tt    \duJ  t    \dtdul^n  y^J^ 

/ddz\  _  att»  ^d«v      ,     n*  .ddz\ 

\dy*/  —  tt  \du/  ^  n  KSHF/'' 
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Exem  p  I  um      4, 

238.      Si  inter  variabiles    t^  u  et  x,   y    haec  relalio  consl}'^ 

tuaturj  ut   sit  f  — c*    et    uzize^y^    seu  x:rzlt    et 

yzzz^j  rtductionem  formularum  differentialium  exhi- 
bere. 

^  Hic  ergo  est 

Deinde 

tum  vero 

0  =  ^y=u,  <^^^p  =  <*  =  «,  (»|i)  =  o. 
Quare   pro  formulis  prirai  gradus  habebimus 

Pro  formulis  autem  secundi  gradus 

(il?>  =  ' (a') -+-« (|-:) +"  (|??)  +  2  <»  (^.) +  »»  (||?). 
ijiii>  = '  <a-:)  +  "  (^.)  + 1 » (H?) . 

S  c  h  0  1  i  0  n* 

23  9.  In  formulis  generalibus  \.  23  2.  datis  assumsimus  valo* 
res  variabilium  t  ^i  u  per  x  tt  y  expressos  dari,  et  universa  evo- 
lutione  facta  tum  demum  pro  x  et  y  variabiles  i  et  w  restitui. 
Commodius  ergo  videatur,  si  statim  variabilium  x  et  y  valores 
per  t  et  u  expressi  habeantur ;  verum  inde  valores  formularum 
(3")'  ^5^)'  ^*^*  ^^^^^  complicate.  exprimerentur ,  quam  ut  eas  in 
calculum  introducere  liceret.  Scilicet  si  x  et  y  per  t  et  u  dentur, 
inde  fit 
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Q  CO  -  (r.)  (5^.) 

ac  formulae  secundi  gradus  multo  magis  proditurae  sunt  perplexae, 
Quovis  ergo  ca.su,  quo  hujusmodi  rcductione  utendum  videtur,  con- 
jectura  potius  quam  certa  ratione  idoneara  variabilium  immutationem 
coHigi  conveniet.  Alia  vero  etiam  datur  reductio  saepe  insignem 
utilitatem  afFerens ,  dum  ipsius  functionis  z  quaesitae  forma  muta- 
tur  ;  veluti  si  ponatur  z  zz:  Vz; ,  denotante  V  functionem  datam  ip* 
sarum  x  et  y  ^  ita  ut  jam  v  sit  functio  quaesita  ;  quin  etiam  haec 
nova   quaesita  v  alio  modo   cum   datis  implicari  potest. 

Problema      40, 

240.  Proposita  functione  z  binarum  variabilium  x  et  y  ^  ac 
posita  zzZiPv,  ita  ut  P  sit  data  quaedam  functio  ipsarum  x  et  y, 
formulas  diftlnentiaies  norae  functionis  v  exprimere. 

S  0  l  u  t  i  0. 

Cum  sit  z^?v,  ex  regulis  differentiandi  traditis  habebimus 
primo  formulas  differentiales  primi  gradus 

(|5)  =  (||)v-^P(|S  et  0  =  0  +  P(b>    . 
Atque  hinc  deinceps  formulae   differentiales   secundi   ordinis  ita  pro- 
dibunt  expressae 

(S)=(^)"+^(S)S)+i"(l5)- 

(lt)=(S)"  +  (rD(S^  +  0(^  +  PO- 

ubi  cum  P  sit  functio  data   ipsarum  x  et  y ,    ejus  formulae  diffe- 
rentiales  simul  habentur. 

Vol.  III.  ^^ 
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Carollavlum      1. 

2'41.  %  F  esset  fliMactio<  ipsius  ar  taotmn,  puta  X,  tum.  po- 
eijto  3  ::=:  Xi;  erit 

•         ^-i)  =  0-«'-^-X(^et  (|)  =  X(^,   tum 

\dxdyJ  —  d'x  W  "^    ^d«ay " 

C  0  r  0  1  r  a  r  i  u  m      2. 

242.  Transformatio-  haec  easdem  yariabiles  x  tt  y  servat, 
%t  tantum  loco  functionis  z  n^lia  v  introducitur ;  cum  ante .  manence 
eadem  functione  z , '  binae  variabites  x  tt  y  a<i  alia^  t  et  tt  sint 
reductae.     £x  quo  hae  duae  traasformationes  genere  sont  diversae. 

SchoLion      i. 

243/  Casns  simplicior  fuisset,  si  per  additionem  posuissemus 
zn:F--f-^»  wt  esset  F  functio  quaedam  data  ipsarom  x  tt  y  ^ 
Tcrum  tum  transformatio  ita  fit  obviat  nt  investigatione  non  indi*- 
geat ;  est  enim  manilesto 

=  (S)-»-ai).  (|)  =  O -<- (g). 

/9dmK^  fddP\    I     rddvx 
\dkdy) \dxdy)  "t-  \Bxdy)  » 

Neque  vero  etiam  formas  magis  compositas  evotvi  necesse  est,  ve* 
liiu,  si  ponamns  zzzzj/CPP -l-vt;),  quandoquidcm.  talis  forma.  vix 
«nquam  usum  for^t  hahitura. 
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S  c  li  0  1  i  o  n     2^ 

2iL  Practnissifi  his  principiis  et  transformationibus ,  ticgo- 
tium  ^i^giLiJisimur  ,  et  methodos  aperiamus ,  ex  data  relatione  inter 
formulas  diflerentiales  seciindi  gradtis,  et  primi  gradus,  itemque  ipsas 
quantitates  principales,  harum  ipsarum  relationem  investigandi.  Hic 
scilicet  praeter  ipsas  quantitates  a:,  y  et  2,  earumque  formulas  dif- 
fercntiales    primi    gradus    Q^)    et  (j|)    considerandae    veniunt   tres 

formulae  differentiales  secundi  gradus  (5^)  »  ^d^)  ^  ^di^)  ^  ^^^* 
rum  vel  una ,  vel  binae  ^  vel  omnes  tres  in  relationem  propositam 
ingredi  possunt ,  ubi  insuper  ingens  discrimen  formulae  primi  gra- 
dus  ,  sive  in  relsAionem  ingrediantur  ,  sive  secuiB,  constituunt.  Non 
solum  autem  nimis  longum  foret  omnes  combinationes,  uti  in  prae* 
cedente  sectione  fecimus ,  proseqHi ,  sed  «ttain  defectus  fdonearum 
metbodorum  impedit,  quo  minus  singula  quaestionnm  huc  pertinen* 
tium  genera  perciirraimus.  Capita  igitur  pertractanda  ita  institua* 
mus ,  prout  methodus  solveodi  patietur ,  ea ,  ubi  nihil  praestarc  li- 
cet ,    penitus  praetermissuri. 
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D  E 

UNA  FORMULA  DIFFERENTIALI   SECUNDI  GRADUS  PER 
RELIQUAS  QUANTtTATES  UTCUNQUE  DATA. 

Problexna     41. 

245- 

Si  2  debeat  esse  ejusmodi  functio  ipsarum  or  et  ^^  ut  formula  se* 
cundi  gradus  (^^)  aequetur  functioni  datae  ipsarum  :r  et  y^  indo- 
lem  functionis  z  invesligare^ 

S  o  I  u  t  i  o. 

Sit  P   functio    ista   data   ipsarum  x  et  y ,    ita    ut  esse  debeat 
(^a)  —  P»      Sumatur  jam  y  constans  ,    et  cum  sit 

unde  integrando  prodit 

(15  cr  /Pdx  -h  Const. 

Ubi  in  integratione  f^^x  quantitas  y  pro  constante  habetur,  et 
constans  adjicienda  functionem  quamcunque  ipsius  y  denotabit,  ita 
ut  haec  prima  integratio  praebeat 

Nune  iterum  quantitate  y  ut  constante  spectata,    erit 

3z  m  'hx  (gj)    seu    3z  —  dxf?dx  -t-  dxi  :  y, 
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ubi  cum  fP^x  sit    functio  ipsarum    a?  et  j/ ,    quarum  haec  y  con- 
stans   assumitur,  integratio  denuo  instituta  dabit 

z  —  /^x/Pdx  -h  a;f  :  y  4-  F  :  y , 
quod    est    integrale    coropletura    aequationis   difFerentio  •  diffcrentialis 
propositae   (^  ,)  iz:  P ;    propterea    quod    duas    functioncs    arbitrarias 
f:y   et  F  :  y  complectitur,  quarnm  utramque  ita  prd  lubitu 'accipcre 
licet,  ut  etiam   functiones  discontinuae  non  excludantur. 

Corollarium      1« 

246.      Quodsi    ergo  proponatur   haec  conditio  (^3)  ~  0    ejus 
integratio   coroplet»  dabit 

Z2zza;f:y4-F:t/, 
ob   P  rz:  0  ,    cujus    veritas   ex   differentiatione   perspicitur ,    unde  fit 
primo   (^*)  =  f:y,    tum  vero  ©  =  0. 

Corollarium      2. 

247.  Eodem   modo    in    genere    integrale   inventum  per  diffc- 
rentiationem  comprobatur.      Cum  enim  invenerimus 

z  -=:  /dx/Pdx  +  ^f  5  y  -4-  F  :  y , 
prima  differentiacio  pracbet 

(1-3  z=:/?dx  «Hf  :y. 
repetita   vero   (~f)  =  P. 

Corollarium      3. 

24 8,  Simili   modo    si    hacc   proponatur  conditio  (|*^)  —  Q, 

^xistente  Q   funciione    quacur.^ue  ipsarum   x  tt  y  ^    integralc   com- 
pletum  reperiiur  * 

«  =  /dy/Qdy  +  y  f  :  a:  4-  F  :  ar , 
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uW    in    gcmlualo    integrali  /d  U  fQ,d  V   qwantitas  x   pro    conalaiUe 
liaJjctur, 


S  c  h  «o  1 1  0  n. 

2  49.  Hlnc  ratio  integraliuiti  completormn  ,  qoae  cx  forinulis 
dKffereiitialtbus  secundi  gradus  na^scuntnr,  in  genere  perspicitur,  quae 
in  hoc  est  sita ,  uC  duae  functiones  arbitrariae  inyehanlur  ,  ubi  ite<^ 
rum  notandum  est,  has  functiones  tam  discontinuas  quam  continuas 
esse  posse.  Nisi  ergo  per  totam  hanc  sectionem  integralia  duas 
hujusmodi  functiones  arbitrarias  inyolvant ,  ea  pro  completis  haberi 
nequeunt.  Quotiescunque  enim  problema  ad  htijusmodi  aequationem 
(^)  zn  P  perducit ,  ejus  indoles  semper  ita  est  comparata ,  ut  tri- 
buto  ipsi  X  certo  quodam  valore  a:  rz:  a ,  tam  fbrmula  (g^  quam 
ipsa  quantltas  z  datae  cuipiam  functiotii  ipsius  y  aequari  pMsit. 
Quare  si  tam  integrale  /?dx  quam  hoc  /dx/Pd^  ita  accipiatur, 
ut  posito  X  zz:  a  evanescat,  erit  pro   codem  casu  a?  —  a ,    valor 

(g)  =:  f  :  y    ct    z  z=r  af  :  y   ^  F  :  y , 

unde  ex  problematis  natuia  utraque  functio  i\y  et  F:y  definitur. 
Haec  *\utem  applicatio  ad  omnes  casus  fieri  non  posset ,  nisi  intc- 
grale  completum  haberetur ;  q«amobrem  in  hoc  praecipue  est  in- 
cunibendum ,  ut  omnium  hujusmodi  problematum  integralia  complela 
habeantur.  Caeterum  hic  in  perpetuum  monendum  duco ,  quoties 
hujusmodi  formula  integralis  /?dx  occurrlt,  semper  solam  quantita- 
tem  X  variabilem  accipi  esse  intclligendam  ;  siquldem  si  etiam  y 
yariabilis  acciperetur,  formula  /Pdx  ne  signlficatum  quidem  admitte- 
ret-  Simili  modo  in  formula  /dx/Pdx  intelligi  debet,  in  utraque 
integratione  .  solam  x  variabilem  assumi.  Sin  aulem  talis  forma 
/By/Pdx  occurrat,  intelligendum  est,  jntegrale  /Pdx  ex  variabili- 
tate  solius  x  colligi  debere  ,  quod  si  ponatur  :zi  R ,  iit  habeatiu: 
/Rdy^  h\c  jani  sola  y  pro  yariabili  erit  habejida^ 
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Exemplum     tr 
75  Or     Quaeratur  binarum   variahilium   x  et  ff  ejusmodi  /knc^ 

Cum  hic   sit  P— —  >    erit 


sicque  habebitur  ex  prima  integralione 
fdz\    xxy 


(fe=^  +  f  =  ». 


ita  ut  poslto  07  ~  a ,  formula  (^)  fnnctioni  cuicuirque  ipsros  f/  M- 
quari  possit ,  seu  applkatae  cmvae  cujuscunque  reapendenti  ab^ 
scissae  y.     Tum  vero  altera  integratione  instituta,  erit 

^  =  TT  -^  ^f  •  »  -+-  ^  •  y^ 

qui  yalor  casu  x  zz  a  denuo  functioni  cuicunque  ipatua  y  aequari 
potest. 

Fxemplum     2. 
2St.     Quaeratur   binarum    variabilium  x  et  y   ejusmodi  ftmc^ 


tio 


'9dz\  ^^^  ox 


z,    „,.«(-) -5,^5^. 


f?dx  =2  aY  {XX  -^  yi/)<,    ct 

y9a?/F3a?  =  afdx  /  (.xx  -+-  ysr)  zz  f  oa?  )/  (rca?  -f.  ^5y>' 

imde  prlimi  integratio  praebet 

(^j)  ==  o  /(a?af  -Hyy)  +  f  :y  altera  rero 
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Exemplum      3. 
2&2.      Quaeratur    binarum   variabUium  x  et  y  ejusmodo  func^ 


tio 


/ddz' 


z,  ut  sit  {^-$)  —  yj^~rsr^y 


Cum  sit  P  =  ^(,,^^,^^) ,    erit 

f?bx  —  Ang.sln.  y  ^J^  ^^)  ^ 
tum  vero 

/ar/P^o:  — arAng.sin.  ;;7^_^   ~   /*  7-^ *?* .. 

Quare  integratio  prima  praebet 

hincque  ipsa  functio  quaesita  erit 

z  —  x  Ang.sin  ^^^^^yy^  +  /(aa  ~  ara:  —  yy)  -+-  arf :  1/  +  F  :  y. 

Exemplum      4« 

263.      Quaeratur   binarum   variabilium   x  et  y   yusmodi  func^ 
tio.z^    ut  sit  (g^^  zrzx  sin.  (o?  -h  y). 

Ob  P  ni  a:  sin.  (a:  -4- «/)  ,    erit 

f?dx  zizfxdx  sin.  (o;  +  «/)——  a:  cos.  (a?-4-t/)  +/3a:  cos.  (a?  4-  y) 

seu  /P^a;  ~  —  a:  cos.  (a?  -4-  y)  -f-  sin.  (a?  -+•  y). 

Tum  vero  est 

/x5a?  cos.  (o?  +  y)  —  a?  sin.  (o:  -f-  y)  +  cos.  (x  -f-  y)  , 

ideoque 

fdxfBdx  112  —  2  cos.  (a:  +  j/)  - —  a?  sin.  (o;  +  y). 

Quocirca  ambo  nostra  integralia  erunt 

(^^  =:  sin.  (a:  +  1/)  —  a;  cos.  (a?  4- 1/)  +  f :  y    et 
zzz—  2  cos.  (a:-+.y)  —  a;  sin.  (x 4- t/)  -l-a^f  :y -hF  :  y. 
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aProl^rem-a     42. 

■2^4.     %  -z  (debetft  «esse  «ejusmodi   l&ndtio    iireriabiUam    x   et 
:y,    «dt  sit 

'exjdtentlbus  P  tet  'Q  Tunctionibus  «quibusyis  Qpsaram  x  «et  ^,  lindoieiii 
'funotiohts  -z  ia  igenere  dnresttgaFe. 

Solutlo. 

iPonamus  liic  ^\g)c=:i;.,  mt  sit  (|^)  ~  (;|^),  wit  «nostm  «te- 
'qufttio  Integranda 

0  :=  !>«  -:t- 'Q. 
Spedtetur  ♦ergo  •sdla  x  iit  "variabilis,  «et  <6b  (5t;  :rz  9a:  (|^) ,  «er^ 

dy  ::rz  Vvdx  -f-  'Q5a? , 
quae  per  «e — •'^^^*  .multipricBita  et  iritcgrata  3at 

ideoque 

(|?)  rz:  'c^P9*/c— ^^^*  Q9a?  ^-  'e^Ti^^^f  -  y. 
Retineatur  sola  rx  Tariabilis,  ^spectata  y  ut  'constante,  'et  'ob 

dz  .tn  a,r  (|)    ^erit 

quod  ob  ^inas  functiones  ^bitrarias  i£  ^  y    et   ^  :  .^  *est   Sritegrale 
completum. 

^orollairium     i. 


255.  Problema  )ioc  muW  latius  patet  praecederite,  'cum 
conditio  proposita  etiam  formulam  primi  ^radus  \^-)  inTolrat^  nl'« 
hilo  Tcro  minus  ^olutio  feliciter  "sucoess^it. 

Vol.  III.  .22 
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C  CM  o  llft  riuTO     2.         ^ 

256.  HLe  crgo  quadnapUci  mtegratlone-  est  o^pvs,  fvimo  sci- 
licet  quaeri  debet  integjrale  f^dtx^y.  quod  si  poiiatiar  ZH/R,  qimeri 
porro  debet  integrale 

/eS^^^dx  =:  /Rdoc^ 
quod  si  ponamus  zn  S ,    restat  integrate 

^uod  abit  in 

ka  iit  iosuper  kae  duae  formae  integntri  d^ebeanL. 

i 

C  o  r  0  11  a  r  i  tt  m     5. 

3&T.  Zodem  omnino  modo^  resokitwr  problema,  qw  esse 
dcbet 

si    P   et    Q    fuerint    functiones    quacemique   datae   Ipsarumi   x    et  y. 
KeperitUF   enim 

(g)  =  eS^^y/e^re^y  Qdy  +  eS^dy  .  f ,  a?  et 

z  —feS^^y  dyfe-J^^y  Q^y-^f',x  .feS^^y  ^y  4-  F :  x. 


Exempfum      t. 
thZ^     Quaeratur   Binarum   variahilium  v  et  p  ejttsmadi  func- 


tio  z,    ut.sH  (—)==» 


Posjte  (g-)  =  tr,    aBmtoque   solo    ar  variabni ,    crit  ^  :=  ^  , 


9<^  ■        nd^ 


iaeoqw  :^=:^,    ctijna  mtegrale  dat 

^  ==  (I)  =^  ^"  f  ^  Jr. 
Jam  Iterum  sola  x  pro  yariabili  habita ,    crii 


Digitized  by 


Google 


CAPUr     lU  171 

«tgttf  integrale  completom  est 

Ca»  anilem  n  r=r  —  l,   «eu  <|J)  z=  ==-'  (|?) ,    «rit 

<g)  =  :^  f  :  jr,    «t  ;3  =  /jc  ,  f  :  y  +  F  ;  y. 

Exenplma     2. 
:259.     Quaerahtr  Hnurum  variaHlium  x  vt  y  tjusmoe&  jfkm^ 

Vw; »,  ut  sit  <|p  =  r  <li>  ^*  j4"    ' 

Posito  (^)  rr  1? ,    sumtoqme  solo  «  variabiU ,    «rft 


<juae   acquatio  per  x^  dirisa  ct  ititegrata  praebet  / 


SJt  iterum  sola  x  yariabiUs,    ut  habeatur 
proditHtque  integrale  completura 


ax 


-^i-i-:^»"^'f  :^  -4-  F:^. 


£  X  e  m  p  1  u  ra     3>. 
2  6  0,     Quaeralur   binarum  variahilium   x  et  y   ^usmotU  Jiinc* 

tXO    Z,      Ui    SU    (^-^)C=j-f:35;(3-)-H-. 

Posito  (j*)znt;,    «rit  sumendo  y  constans 

2nxvdx      ,      xBx 

V    HH    ; -+-    -  -  » 
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«wBqoc  per  tjoairtHateB  prmic5paTe«  x,  ^  et  ^  tcpracterea  fonira- 
lara  (^  dctermrBettir ,  ita  utr- etiam  Irajiia  ffmniAae  (|~)  f^teataHe 
aliaevc  functiones  qaaectmque  ingrediantur ,  whitio  semper  \ad  R- 
bnim  superiorem  revoca1:)itur.;    quia  paneado  y  catn^ans  fit 

ideoque  resultat  aeqaatio  differentiatia  secundi  gradas  forroae  .bo»* 
«uetae  duas  tantum  variabilea  x  ^  z  involvens.  Hoc  tantum  te* 
neatur,  loco  x^oastantium  per  utramque  iiitegrationem  ingredientium 
fSQribi  oponerc ' ibrmaa,  £:y  et  'Piyu  vSatis  igitur  jiotabilem  ^pai^em 
-pcopoaiti  nostri  «]Lpedi<vimus,  scilicct  cum  Vtl  {^^)  «tcunque  per  x^ 
y,  z  et  (^,  vd  (g^)  uteunque  p*r  a?,  y,  «  «et  -(|?)  'dclerminat«r, 
ibi  aempe  excluditur  formula  primi  gradus  (^,  liic  vero  Tormula 
{g^).  Quae  si  accederet,  quaestio  hac  methodo  neutiquam  tractari 
-posset;  quemadmodum  vcl  ex  lioccasu  sinrplibissimo  (|^)=^^) 
inteili^ere  licet,  cujus  resalutio  -  maxime  ardua  est  putanda. 


S  c  h  0 1  i  o  n     2, 

266.  Cum  l^ltur  triura  formularum  differentiaTium  secundi 
gradus  (^^a) ,  (4^) »  (|5)  primam  ac  tertlam  liactenus  sim  oon- 
templatus^  quatenus  earum  per  reliquas  quantitates,  tieterminatio  re- 
«olutionem  admittit  *  mcthodo  quidem  hic  adhibita ":  superest  ut  for- 
mulara  quoque  secundam  (^y.^-)  consideremus ,  ct  quibusnam  deter- 
minationibus  per  reliquas  <juantitates  o:,  j/,  z,  (^),  (^)  solutio  ab- 
aolvi  queat  ,  jnvestigeraus ,  in  quo  negotio  a  casibus  Bimplicissimis 
cxordiri  conveniet. 
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267.  Si  z  ejusinodi  debeat  esse  funGtia  blnarum,  Tarlabiliuiii 
X  el  tf^  ut  fiat  (g^g-)  — P,,  "  existcnte  P  functione  quacunque  data 
ipsarum  or  et  ^^  indoiem  fuoctionis  s  gedeiraUter  determinare.. 

r    .S:aJ,iiti.a.:  ,,  * 

Ponatur  (^  n:  p  ^  crltque  (^^)  ;:=.  (gp  r  idcioque  h*bebitur 
(2^)111?.  Jam  spectetur  quantitaa  a?  ut  constans  ^  ita  ut  P  sp- 
lam  variabilem  tf.  eontineat ,  eritque  dv  =^  Pds/  ^  .  unde  in  hjrpotlxesii 
quantitatia  x  constanti»  integrando  pro^t 

ubi  JV^y^  erit  functio  data  ipsaiiim  ar  et  if.  Nunc  porro  specte- 
tur  a:  ut  TarribiKs^,  V  ''^^ra  ut '  cbnstana ,;  vtt  acKprscamur  hanc  ae- 
^uationem  diffefcfntialem 

dz  ~  dx/Tdff  -f-  dxi"  :  Xy, 
quae  iotegrata  dat 

z  =z  /dx/Tdff  -f-  f  :  ar  -H  F  r  .jr,  . 
ubi  cum  habeantur  duae  functiones  arbitrariae,    id  indlcio   est,  hoc 
ixLtegrale  esse  completum.. 

Coroll^rium      t. 

2^8.  Si  ordlne  ihverso' primum  y  tum  Yero  x  constans  po^ 
suissemus ,  invenissemua  . 

Qr:^==.fPd^'^^^^y,  tt  z=i/^y/^^  :      , 

qui  valor  aeque  satis£etcit  ac  praecedens. 

CoroIlariuraZ. 

r 

269.     Fatet  ergo  tcI  fore 
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ve\  differentiam  «saltem  «eizprlnu  per'  «ggf^atnm  <ex  iiinctione  iipsius 
X  et  functione  ilpsius  ;f/,     Quod  «etiam  dnde  ipatet  «quod  |>osito 

fiat  utrinque  ii?=^(|g).,       ^    ,  . 

<Cor'©t)i^&b:<>i-«-m     3. 

2  ir  d.  ii' sitf  iP:z='%' ,  «cW  .debcat  te*s6  J|^)  t=  tO  ^  trqpcritur 
bto 'iri^ole  IfuA^tldiHS  z  fraec  Torma 

'     33  cli  bTioTi. 

27l#  JHic  Hiasi^.  iin  tdocftrina  jsolidprum  arejqueiit^r  'occurrit, 
€1  enlm  natura  »superficiei  exppimatur  aequatione  anter  ttemas  coor* 
dinatas  x^  y  »et  :w,  erit  soliditas  ^zzz  fdoe/ud:!t7  *<mare  'si  soliditas  ex- 
primatur  ;per  z,  erit  (^-^)zr:  w^,  ordinatae  isciUoet  «ad,  ^inas  o?  et 
y  normali.     Tum  arera  ii  ponactar  " 

superficies  ihujus  :solidi  *erit 

quae  superficies  si  exprimatur  littera  55  ^    crit 

Quando  «eago  iii  tibstro  prdbleihate  ^juimodi  ftmclio  z^ipsarum  x 
et  y  quaeritur,  ut  sit  (Jj^*)nrP,  'idcm  est  «c  si  ^qtraeraitirr  soli- 
ditas  respondens  superBoici,  cujus  natura  aequatione  inter  ternas 
coordinatas  x ,  y  et  P  ^jitlnlitut.  E:Kettiplis  igitur  aliquot  hunc 
calculum  illustremus. , 
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Exemplu  m      1. 
972.     Quaeratur  binarum  variabilium  x  et  y  ^usmodi  fun» 
ctio  z,  ut  sU  Q^^-^  —  a,x-\-^y, 

Cum  hic  sit  P  —  a  a?  H- 13  y,  erit 
/Pdy=.aa!y-+-^^yyet 

/d  x/P  dyz=:iaxxy-^i^xyyz=ilxyC(tX'+'  py), 
unde   functio  quaesita  z  ita  exprimitur,  ut  sit       .       , 
zzz|a:y(aa?  +  ^y)H-f:a;-4-F:y. 

Exemplum     2, 

273.  Quaeratur    binarum     variabilium    x    et    y    ejusmodi 
/unctio  z,  ut  sit  (//^^)  ~  |/(a  a  —  yy). 

Hic  est  P  —  \/  (aa  —  y  y),  ergo 
/Pdx:=:xYiaa  —yy), 
nfai    quia   perinde   est,    a   variabilitale    ipsius   x  incipio.       Hinc   igir 
tur  fit 

/dyfPdx=.  x/d  yY(aa  —  yy) 

=  lx  y  Y (^a  a^y y^  -^  ia a X f^^—^::^, 
ex  quo  intcgrale  completum  erit 

'zzzilxy  y  (aa  —  yy^-^-iaax  Ang.  sin.  J  -f  f :  a?  -+-P :  y,, 

Exemplum     3. 

274.  Quaeratur  binarum  variabilium  x  et  y  ejusmodi  /Un^ 

ctio    Z,    Ut    Sit   (^«^^^)  — -,^_i^_j. 

Ob  P  =  ^-i^^,  erit 

/Pay  =  aAng.  sin.^r^j^^;:^,   hinc 

/a  xfPdyi=z  afBx  Ans.  sin.  ^^J^,,y 
Vol.  III.  33 


Digitized  by 


Google 


178  CAPQT     IL 

l>onatur  brevitatis  gratia 

Ang.sin.^(^j^=:Cl),  erit 

iii    hac    enim    integratione   y  pro    constante   habetur.       Quare   rf> 
•  ji    ^ r  z=L  sin.  <I> ,    erit 

laa-x;r)i       V  x/ 
At  Tcro  esi 

,atPx r* ^t 

^dx    "^  (*a — xx)/(ea — xx — yyY 

quo  integrali  invento,    erit 

^^axAn^.sm.y^—^^ayf^^;^^^ 
quae  forma  per  integrationem  cvoluta  reducitur  ad  hanc 

z  =  ax  Ang.  sin.  ^f^^a-^}  +  a t/  Ang.  ain.  7(7^^-5^) 

-  a  a  Ang.  sin.  y^aa-xx)\aa-yy)  -+"  f  :^  -*"  F  :  y. 
Formulae  enim  /__^^^^^  integrale  ita^facmime  elr- 

citur.       Ponatur  ^(,,_^^_^^  =P,    erit  a;  a  —  ^^  [l^^/^^    et 
ob  y  constans  per  iogarithmos  differentiando 
ax ^P  ^^   t^f ^ 

tum   per  illara   formulam  multipKcanda 

dx dp 

V  ^a  a-^xx-^yy)         »-+-l>j" 

Porro  est 
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unde  formula  integralis  fit 

aadx f    nadp      aa  f     dp 


/aadx  __    r    nadp  aa  t 

(^a^xx) y  iaa^-^xx—yy)       J  aa-i-ppyy       ^y  ^I ^  „  « 

yy  ^H  H 

a  P  y        ct  XV 

=z  "  Ang.  tang.  —  zzl-  Ang.  tang 2 

y  a         y  ayiaa-^xx^yy) 

a  .  X  y 

nz  -  Ang.  sm. 


y  ..      y  iaa  —  X  X)  {aa  —  y  y) 

P  r  o  b  lem  a      4b. 

276.     Si  z  cjusmodi  esse  debcat  functio    binarum    variabilium 
X  et  y,   ut  sit 

cxistentibus  P  ct  Q  functionibus  quibuscunque  ipsarum  x  et  ^,  inrc- 
stigare  indolem  functionis  z. 

Solutio. 
Ponatur  (^)zz:t;,  ut  oriatur  ista  acquatio 

quac    continet    quantitates   x^   y  ^t  v ;     statuatur   ergo    x   constanSj 
critquc 

dvz=z?vdy-hQdy, 

quae  per  e    J^^y  multiplicata  praebet 

ideoquc 

v=:(ll)  =1  e^^y  fe—J^^^y  Qd  y  ^  eJ^^y  f  :  X. 

Nunc  cum  haec  intcgralia  determinate  contineant  x  et  y^  ^f^ectetur 
y  ut  constans,  et  sequens  integratio  praebet 
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quae  integralia  quovis  casu  evuluta  fiunt  manifesta^ 

Corollarium      t. 

276.  Ad  hoc  ergo  prohlema  resolvendum,  per  itttegrationem 
primo  quaeratur  R,  ui  s\t  /  P  d  y  zizlR  ;  deinde  quaeratur  S,  ut 
sit  /^  — S.  Denique  m  /RSdxz=zT;  »ta  ut  in  iUis  aoia 
quantitaH  y^  bic  vero  sola  x  pro  variabili  habeatur.  Quo  facto 
erit  nostrum  integrale  completum 

«  =:  T  -f-/R  dxCix  ^?  :y. 

Coronariuni      2. 

277*  Hic  ergo  functio  arb^traria  f:.r  in  formula  integrali 
est  involuta^  quae  tamen  si  per  applicatam  curvae  cujuscunque 
respondentein  abscissae  x  exhibeatur,  hoc  integrale  /Rd  x  f  :  x 
pro  quovis  valore  ipsius  y  seorslm  coostrui  poterit,  siquidem  in  hac 
integratione  quantitas  y  ut  constana  spectatm*. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

2  78.  Eodem  plane  modo  resotvitur  permutandis  variabilibus 
X  et  y  hoc  problema»  qua  functio  z  quaerltur,    ut  sit 

dummodo    P  et  Q   sint    functlones   ipsarum    x  et  y  tantum,    ipsam 
functionem  z  non  implicantes;      Sx>tutia  enim  ita   se  habebit 

z=/c^^9^dy/e-J^^^Qdx'^/e'f^^^dy£:.y'+^F:x, 

Quin  etiam  utrinque  problema  latius  extendl  potest,  ,  ac  prius  reso- 

•lutioii^n  admiUet^    ^i  formula  (g^^)    aequetur    funciioni    cuicunque 

trium  quantitatum  x,  y  tt  (||),  posterius  vero  si  (gH—)   aequetur 
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functloni  cuicunque  harum  trium  quantitatum  x^  y  tt  (3-^9  utroque 
enim  casu  res  reducitur  ad  aequationem  differentialem  primi  gradns* 
Neque  rero  haec  solvendi  methodus  succedit,  ai  utraque  formula 
primi  gradua  (^)  et  (^  -)  simul  ingrediatur,  vel  si  functiones  P  et  Q 
etiam  ipsam  quantitatem  s^  complectantur» 


Exemplum     1. 

279*      Quaeratur  binarum  variabUium   x^  et  y  functio   z, 
ut  sit  (A^^)  — iL(|?)4,!!!, 

Sit  (*|)  —Vy   erit 
^dv    nv  j^  1» 

et  apectata  ar  ut  constante,,  erit 

dv  —  — ^  ^  ^^ 
y  «  ' 

unde  per  y^  dividenda  prodit 

V        m   rdy  —  m  ,     . 


ita  ut  sit 


^ — '^3«'^  —  (n_.)»^y  r.a?. 


fiumatur  jam  y  constans,    et  denuo  integrando  obtinetur 
s^^^^.yix^y^^fix^Viy. 

Fx  e  mp  lum     2. 

280.      Quaeratur  binarum  x  et  y  /unctio  z^  ut  sit 

f  53 «^x  — y__  r3»N    I a 

^5x3y         xx-^-yy  ^3^'' ~  a x-4-»  " 

Posito  (v^)=:v  et  sumto  x  constante,    erit 
ox 
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quac   aequatlo  per   y^  (oc  x  +  j/  y)   divlsa   dat 

—  a  /— I -zii  ' ; — — -f-f:x. 


Ergo 

t;:=(|j)  =  i|-|-/(a:ar4-yy).f:a:, 

«it  jam  y  constans,   reperieturqu^ 

ubi   quidem   integrale 

ob  functionem  indetcrminatam  f:rtr,  etsi  j/  constans  ponitur,  in 
generc  exprimi  nequit,  ita  ut  explicate  per  y  et  functiones  ipsius  x 
exhiberi  possit. 


S  c  h  0  li  0  n. 


ddz 


281.  Formula  ergo  secundi  gradus  C^-)  non  tam  largam 
casuum  resolubilium  copiam  admittit,  quam  binae  reliquae  (^a)  «t 
(jrr)»  cuni  in  his  solutio  succedat,  cMamsi  ipsa  quantitas  z  quo* 
quc  in  earum  determinationcm  ingrediatur,  quod  hic  secus  evenit, 
cum  methodus  non  pateat  hujusmodi  aequationem  (33^^)— ^(dx)"*"  ^> 
quando  liiterac  P  et  Q  quantitatem  z  continent  resolvendi ;  neque 
etiam  solutio  locum  habet,  quando  praeter  formulam  primi  gradus 
(^^)  simul  quoque  altera  (^)  adest*  Interim  tamen  dantur  casus, 
quibus  solutiones  particuhires  exhiberi  possunt,  eaeque  adeo  infinU 
tae,    quae   junctim   sumtae    solutioni    generaii    aequivalere    videntur^ 
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etiamsi  in  appneatione    ad  usum    practicum    parum   subsicNi'   pleruta- 
qu^   afferant,  formas  tamen  hujusmodi  solutionum  notasse  juvabit. 

P  r  0  b  I  e  m  a      4  5. 
252.      Si  z  cjusmodi  debeat  esse    functio   binarum  rariabifium 

d  d  z 

X  tt  y^  ut  fiat  (^^— >  — az,   iiidolem   hujus   functionis  z  particu- 
lariter  saltem  inyestigare.. 

S  o  I  u  1 1  o. 

Cum  quantltas  z  unam  ubique  teneat  dimensionem  eridens  e«t, 
81  statuatur  zzziefq^  quantitatem  exponentialem  £rl^  ex  calculo  eva-^ 
nescere.  Ponamus  jgitur  zzize^^Yy  ita  ut  Y  functionera  ipsius  jr 
tantum  contineat^    eritque 

(|J)  =  a  e**  y  et  (^)  ==  a  e-^J  =a  .-  Y, 
tmcfe   fit 

^—ady  et  Y:z:e«, 
sicque  jam  solutionem  particularem  habemiifiF 

ay 

zzzzk  e  a .; 

quae  autem  satis  late  patet,  cum  tam  A  qttam  a,  pro  lubitu  assutni 
possit.  Pluces  autem  valores  ipsius  x  seorsira  satisfacientes,  etiam 
junctim  sumti  satisfaciunt ,  unde  bujusmodi  cxpressionem  multo  gene- 
raliorem  -  deducimus 


—  A  .a  a?  H-  - 


«zz  Ac 


nbf  cum  A,  B,   C,  etc.    item  a,  |3,  y^  etc.    omnes    valores    possi- 
bilea   recipere  queant,    haec  forma    poro    maximc   univcrsaU    est    ha- 
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benda,  neque  si  ad  amplitudinem  apectamus,  quicqnam  cedere  Yide- 
tur  superioribus  solutionibus  ^  quae  binas  functiones  arbitrarias  invol- 
Tunt^  propterea  quod  bic  duplicis  generis  coeflScientes  arbitrarii 
occurrunt,  interim  tamen  haud  liquet,  quomodo  functiones  disconti- 
nuae  hac  relatione  repraesentari  queant. 

C  or o  liar iu  m      1. 

28  3.  Pro  solutione  ergo  particulari  invenienda,  sumantUr 
bini  numeri  m  et  n,  ut  eorura  productum  sit  m/i~a,  eritque 
z  —  A  tf^*"+''*^.       Atque  etiam   ex   iisdem    numeris    permutatis    erit 

z=:  Ae**'+-'»^. 

Corollarium     2. 

28  4.  Ex  tali  numerorum  m  et  n  pari,  ut  sit  mwnia, 
solutiones  quoque  per  sinus  et  cosinus  angulorum  exhiberi  possunt; 
erit  enim 

zzziB  sin,  (mx  —  ny)^  yel  zznB  cos.  (mx^ny)^ 
Tel  etiam  perrautando 

z~B  sin.  (n  x  -—  m  y),   vel  zznB  cos.  (nx  —  m  y). 

C  or  0  1.1  ar  i  u  m      3« 

28  5.  Cum  igitur  hujusraodi  formulae  innumerabiles  exhiberi 
queant,  singulae  per  constantes  quascunque  multiplicatae  et  in  unam 
summam  collectae  dabunt  solutionem   generalem   problematis. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

28  6.  Neque  tamen  haec  solutio,  etsi  infinities  infinitas  deter- 
minationes  recipit,  ita  est  comparata,  ut  ejusmodi  solutionibiis,.  quae 
binas  functiones  arbitrarias  involvunt,  aequivalens  aestimari  possit; 
propterea  quod  non  patet,    quomodo  singulas  litteras    assumi    opor- 
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teat,  uf  pro  dato  casu,  verVi  gratla  f/mO,  quantltas  z  vel  (^^) 
scu  (^)  data  functioni  ipsius  a:  aequalis  «vadat,  cujuscunque  «tiam 
indolis  fuerit  haec  functio,  Semper  autem  solutio  generalis  duplicis^ 
hujusmodi  determinationis  capax  «sse  debet.  Quando  ^utem  talem 
solutionem  impetrare  non  licet,  utique  ejusmodi  solutionlbus,  uti  hic 
invenimus ,  contenti  «sse  debemus.  Ac  tales  -quidem  solutiones  si- 
mili  modo   obtinere  possumus,  si  proponatur  ejusmodi  acquatio  ; 

ii  mol%>  litterae  P,  Q,  R  <lenotent  funciiones  ipsius  x  tantum.  Po- 
gito  enim  zzz:c">X,  ut  X  sit  functio  solius  x^  ob 

erit 

y  +  ^  -^-  ^QX  -h  RX  =  0 , 

unde  reperitur 

ax  —  dx  (gQ  +  11). 

X     a  -4-  P  * 

sicque  clicitur  pro  quovis  nnmero  tx  idoneus  valor  ipsius  X».  Quare 
sumendis  infinitis  numeris  iX, ,  hoc  modo  «xpressio  infiuities  infinitas 
determinationes  recipiens  tiolligltur 

z  z=L  Ae«^X   -f-  BcP^X^   ^  Qe^yy;/'  ^  etc. 
Veiumtamen   dantur  ctiam  casus  ^jusmodi  aequationum  ,    quae   solu- 
tiones  vere  completas  admittunt,  quarum  rationem  in  sequeute  pro^ 
bleniate  indagemus. 

Pr  ob  1  e  ma      47. 
2  8  7.      Proposita   aequatione  rcsolvenda 

O  -^-  P  (^D  +  Q  {%)  -h  R^  -h  s  =  0, 

invcstigare  cujusmodi  functiones  ipsarum  x  ^X  y  esse  debeant 
quantitates  P,  Q,  R  et  S  ,  ut  haec  acquatio  solutionem  verc  com- 
pletam   admiitat* 

Voi.   111.  24 
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S  o  I  u  1 1  a.. 

Sk  V  futictio  quaecunque  rpsarmn  x^  et  y\  ae  ponatur  zzie^v^ 
ita  ut  jam.  V  sit  quantuas^  incognita,  cujus  yalorcm  investigari  opor- 
teat.     Cum  igitur  sit 

&cta  subsiitutiMe  totaque  &equatione  per  e^  divisa  prodibit  se« 
%uens  aequatio 

*~"  a -^  O  +  (f^)  (a1)  +  C)  (a"- )  +  (fl)  (g)  - 

■^  p(i-:)-r=^- 

-+-         K     w 

Ifficrendiim-  Jam-  est ,  m  Baec  aeqnatTo  resoIutiGnem  eempletMn  ad- 
mittat,      Cum  igitur  ante  viderimus  »  talem   aequationem 

O  +  ^^S^^"^'"'^^^  ^ 

generaliter  resolvi  posse,  qualescunque  etiam  iunctiones  ipsaram  x 
et  y  pro  S,  T  et  V  accipiantm- ,  ad  hanc  aequatienem  iUam  redi- 
gamus..     Necesse  igitur  est  statui 

P  -+-  (g)  =  T,   Q  +  <||)  =  0    et 

R  +  Q(g)  +  P  (a1)  +  (S)cg)  -4^  (^  =  0, 

«nde  obtinemus 

P  =  T_  (g),    Q=-  (||)    et 

K  =  (^)(g)  -T(g)  -   (|^. 
Cum  igrtur  per  §.  276.  reperietur 

trit  aequationis  propositae 

O  -+-  p (|)  -4-  a(|j  -t-  Ra  -t-  s  =  ^. 
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si    modo    litterse    P^  Q,    R  assignatos    teneatit   Talores,    integralc 
completam 

quandoquidem  hic  formae  £:.x  et  F:,y  funaiones  quascunque  ipsins 
X  €i  y  4enotaiit. 

Corollaritiixi     1. 

28*.     Quaeeanqne  ergo  functiones  ipsamm  x  ct  y  pro  littc* 

ris  T  ct  V  acc^>iaAtur ,  inde  oriuntur  valores  idonei  pro  litteris  P^ 

Q^    R    assumendi,    oC    aequatio  resolutionem   completam  admittat, 
functio  aotem  S  arbitrio  nostre  relinquitur. 


Corellarium 


2, 


2  89.     Possunt  ctiam   in  aequatianc  proposita    functienes  P  c» 
Q  indefinitae  relinqui,  critque  tum 

,            V  =  ^f^dx  et  (l^)  =— /aa:  @  ,    atqne 
yaavN rdQN. 

unde  tantum  quantitas  R  ita  determinari  debet.,    «t  %«.  j 

R=:PQ  +  (g),  ) 

Corollarinm     3> 

29D.     Quia  hic  pro  /Q^a?  scribi  potest /Q^a:-^  Y,    deno- 
tante  Y  functionem  quamcunque  ipsius  y,    ob 

V  — ~/Qa^-Y, 
complete  integrabilis  erit  haec  aequatio  : 

cujus  integrale  est 

z  —  e~J^^^  ~^  V  ,    exlstentc 
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ubi 

T  =  P  -  /9:r  (p  -  ^, 
ac  propterea 

/Tdi/  =1  f?dy   -  fO^a:  —  Y, 
nnde  valor  ipsius  v  facile  deffnitur. 

S  c  h  o  ti 0 D«. 

29  i.  In  hoc  caTcuIo,  quo  diiferentiaria  formularum  integra* 
lium  capi'  oportet,  dum  alia  quantitas  variabilis  assumitur,  atque  in 
integratione  supponitur ,  haec  regula  est  tenenda ,  quod  si  fuerit 
V=ryua.r,  fore  (g)=/ax'0.  Cum  enim  sit  (|^)  =  Q,  erit 
(g^)  =  (||).    Quodsi  ergo  stamatur  (g)=S,  erit  (g)iz:(g),  ct 

S  =  (g)  =/a^(g); 

unde  vicissim  colligitur,  st  fuerit  S  ~/dx(y),  fore  oh  /Sdy—Y, 
integrando  /SdyizzjrQdooi  quod  cura  ex  principiis  ante  stabilitis 
per  se  sit  maDifestum ,  non  opus  esse  judico  ,  pro  hoc  quasi  novo 
algorithmi  genere  praecepta  seorsim  tradere.  Videamus  autem  in 
aliquot  exemplis,  cujnsmodi  aequationes  ope  hujus  methodi  com- 
plete  resolvere  liceat» 


Exemplum      1. 
292*     Proposita  aequatione  differentia  -  differentiali 

definire  indolem  functionis  i?,  ut  haec  aequatio  resolu- 
tionem  admittat^  existente  S  functione  quacunque  ipsa- 
rum  X  et  y. 
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Cum  jit  V=za  et  Q  =  b,  erlt '  R  =i  ab  et  Y^^bx; 
tuto  enim  functio  Y  omitti  potest ,  quia  in  sequente  iategratipne 
jara  binae.  functiones  arbilrariae  introducuntur ,  erit  ergo  T  ~  a  • 
unde  posito   z  — c— **y,    habebitur  haec   aequatio  : 

ac  posito  (|^)  —  u  ,    fit 

.      0  +  a«  -f-  e^*   S  iz:  «, 
et  sumto  -^-  constante 

«»>  u  z=—  /e«r-h6xsay  -+-  f^  :  y,    crgo 

ct  sumto  jam  t/  constante 

sumendo 

/M  :  X  zn  f  :  ar. 
Quod  si  jam  pro  e~^*{:x  scribatur  f:ar,    erit 

A  1  i  t  e  n 

Si  surasissemus  Y zzz— ba:  ^  ay,  prodiisset  Tzra— arzo» 
ideoque  posito  z  =ze-^-*y  n,  quantitas  v  ex  hac  aequatione  : 

definiri  deberet ,    quae  dat 

©  =  — /«*'-*-«-^Say4-f:ar,    et 

"  =  — /^^/«**+''^Say-j-f:a7-f-F:y,    et 

^  =  '^~'*'""^(-~/a^/«*'+''>Sat/  +  f:a:  +  F:y),  ' 
quae  foma  simplicior  est  praecedente,  eUamsi  eodem  redeat,  estqut 
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p»e.  iBtegralef  completam  aequatlonm       '. 

Exeniplum      2. 

293.      Propo^ita  aequatione  differentio  -  differenliaR 
(l^)^^-i  (|?)H-.A  (^)  4-Rz-uSzz:  0  , 
definiri  indolem  functionis  R ,     ul  haec   aequaHo  remhi* 
iionem  admittat ,   existente  S  functione  Xfuacimqut  ipsa- 
rum  X  et  y. 

•Clim'  sit  P  zn  —  et  Q  iz:  —  ,    erit  V  —  —  blx —  Y  ,  hmcquc 

h  y  X 

Rzn— ,   et  aequatio  mtegrabilrs  erit 
xy 

Quoniam  igitur  fit 

sumamus  Y  z=  -4-  a/y  ,   ut  fiat  T  zz:  0  ,    sc  poslto  ; 
quantitas  v  ex  hao  aequatione  definiri  debet 


unde  fit 


^dx^ 

v^z—fx^dxfy^Sdy-^-fix-^-Fiy^ 
ideoque 

; — jx^  dxjy^  saj^H-  f :  g + F^  :y 

S  c  h  0  li  on      !• 

2-9  4.     Hmc  igitur   patet    ope    istius   methodi   in   genere    inte- 
grari  posse  hanc  aeqaationem  : 
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quaecunque  functronea  ipsarum  x  ti  tf  pro  P,  Q  et  S  acclpiantuc^ 
Ac  resoluxio  quidem  ita  se  habei,    ut  posito 

baec  qvantitas  v  d)eterminetur  Jiac  aequatione  t 

ubl  jdm  pra  Y  talis  (unctlo  ipsius  y,  accipi  potest,  ut  hujns  aeqva-^ 
tionis  forma  simplicissima  evadat  ;^  id  quod  potissimum  evenit  ^  si 
expressia 

ad  Bihibim  pedigi  queat.     In  genere  autem  reperftur 

4-/e— /Pdy+/Q3x-hY  ^^  f  :a?  4-  F  :y, 

qm  TalcKr  ergo  per  6~/^* — '^  muttipllcatus  praebet  formam  fime. 
tionis  z.  Hoc  modo  autem  functio  Y  ab  arbitrio  nostro  pen- 
dena  penitus  e  calculo  egreditur  ,    fitque 

s  =:  ~  <j— /Qd«/e— /P*'  -»--^<?*«  dx/eS^y  Sdy 

4-  !>— /Q3«  /e—J^^y  +/Qa«  ao?  f :  :j5  -h  e— /<>3»  j^ .  j^^ 

qtiod  est  integrale  eompletum  hujns  aequationis  t 

Schotion    2. 

2^5.     Permutandis  autem  variabilibua  x  tt  ff  etiam  feaec 
qnatia  complete  inlegrari  potest  r 

(j^|)-^^<|)+^(|)-^-tPQ+(^^i*-t*^=** 

cujns  iategrale  erk 
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-I-  e-/Pa>/e-/Q3*+/P3>  a^  f :  y  _j_  e-/P3>  F  ;-a;, 
«bi  praecfipue  bic  casus  in  utraque  forma    contentus  notari  meretuc, 
«i  fuerit  P  —  Y  et  Q  rr:  X ,    existente  X    functione   ipsius  ar  et  Y 
Ipsius  y  tantum;  tum  enim  hujus  aequationis 

integrale  •completum  erit 

-+-  s-S^*  -/^35'  (f :  o:  4-  F  :  7/) , 
<quod  etiam  ita  exhiberi  potest : 

^fxdx+jYdy  z  —  f :  ar  H-  F  :  j/  — /e^^'  dx/e-f^^y  Sdy , 
vel  etiam  hoc  modo : 

^jxd^^fYdy z  —  {:x^F  :y — /eJ^^y dy/^^^^*  Sdx. 
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SI   DUAE   VEL    OMNES    fORMULAE   SECUNDI    GRADUS    PER 
RELIQUAS  QUANTITATES   DETERMINANTUR. 

Problema      48. 
296, 
Si  2  eju^modi  debeat  esse  functio  ipsanim  x  «t  y^  ut  ilat 

(p  =  -  O- 

indolcm   functionis   z  detenninare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Introducantur  binae  riovae  variabiles  t  ct  u^  nt  sit  t7Zctx^-(iy 
et  u  iz:  yo: -f- Jy ,  atque  ex  §.  23  1.  omnes  formulae  differentiales 
sequentes   mutationes  subibunt  ; 

(|i)  ^  a  (|5)  ^Y  (l-D  i  (H)  =  (3  d-p  +  5  d;) . 

(H)  =  «a  (^  -H  2  ay  (^J  4-  rV  (jS)  • 
(Ifi)  =  ap  O  +  («5  +  (3v)  (ll-D  +  75  (|p)  . 

(g?)  =  (313  (^^0  +  2  (35  (^l)  +  SS  (|t)  , 
undc  nostra   aequatio   transibit  in   feanc  : 

((3(3  -  a^aa)  g^^)  ^  2  ([35  -  ay  aa)  (^^5) 
-f-  (55  —  77  aa)  (—";)  —0. 
Ponatur  ergo 

|3|3  zz:  aaaa  et   55  ~  ^y  aa  ,     seu 
a—  1,    Yml,    |3=:a    et    5:=:  —  a, 
Vol.   III.  2  6 
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ttt  binae  formirlae  extremae  evanescant ,    quod  fit  ponendo 

t  z:z  X   ^  ay    ct    u  —   cc  —  ay^ 
eritque 

nnde  per  §.  2  69.  colligitur  integrale  campletum 

z  =z  f  i  t  -\-  T  i  u^ 
»c  pra  t  et  u  restitutis  valoribus 

s  z=:  f  :  (a?  +  ay)   -f-  F   :  (a?   —   ay) , 
quae   forma  manifesto   satisfacit ,   cum   sit 

(|)  z=:  f ^    ,(0,^  ay)  ^  r  :  (x   -   ag), 

(^P  =z  af  :  (X  -i-  ay)    —    aT'  :  (x  —  ay)^ 

(fx3   =   f'''   :  (^   ^-  ay)   ^  r^  :   ix    -    ^y), 

(IJD  =  «^f'''  :  (^  -+-  «y)   -+-  aaY'^   :  (x    —   at/)^ 

Corollarium      1. 

2  9  7.  Valor  jgitur  ipsius  s  acquatur  aggregato  duarum  func- 
tionum  arbitrariarum,  alterius  ipsius  x  -^  ay^  alterius  ipsius  x  —  at/, 
atque  ambae  hae  functiones  ita  ad  arbitrium  assumi  possunt ,  ut 
etiam  functiones  discontinuas  earum   loco  capere  liceat. 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u^m     2» 

29  8*  Pro  lubitu  ergo  binae  curvae  quaecunque  etiam  fibero 
manus  tractu  descriptae  ad  hunc  usum  adhiberi  possunl.  Scilicet 
si  in  una  curva  abscissa  capiatur  ziz  x  -\-  ay  ^  in  altera  vero  ab- 
sclssa  ZZLX  —  ay  ^  surama  applicatarum  semper  valorem  idoneuin 
pro  functiane  z  suppeditabit» 
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'S  c  h  o  1  i  o  n      1 . 

29  9.  Hoc  fere  primnm  est  problema ,  'quod  In  hoc  novo 
calcuii  genere  solvendtim  occm-nt ;  perduxerat  autera  solulio  genc- 
ralis  problematis  de  cordis  vibrantibus  ad  hanc  ipsam  aequationem, 
quam  hic  tractavimus.  Ccleb.  Akmbertus ,  qui  hoc  problcma  pri- 
mus  felici  successu  est  aggressus  ,  methodo  singulari  aequationem 
integravit  j  scilicet  cum  esse  oporteat  (^  *)  —  ^  id^  '  posito 
dz  zzipbx  -4-  qdy  ,    indeque 

dp  ^  rdx  -f-  sdy  et  dq  —  sdx  -f  •  ^dy  ^ 

rlla  aequatio   postulat  nt  sit    t  m  aar.      Consideratis  porro  istrs .  ae* 
quationibus  : 


dp  ~  rdx  -t-  sdy 
dq  zzz  sdx  -f-  aardy 


elicitur  corabinando 
adp-^d^f  —  ^'^  (dx-i-  ady^-^sCady-hdxy^ 
seu  adp  -\^dq  —  Car  -4-  s)  (dx  -f-  ady) , 

unde  patet  ar  ^  s  functioni  ipsius  x -i- ay  aequari  dcbere,  ex  quo 
etiam  ap  -4-  q  tali  funcliom  aequatur.  Atque  qura  a  aeque  negati- 
ve  ac  positive  accipi  potest,   habentur  duae  hujusraodi  aequationes; 

^  ap^+^  q—  2af  :  <a:  -+-  ay)  et  q  —  ap  ziz  2aY^  :  ^x  —  ay\ 

nnde  colligitur 

q  zziaf^  i{x  -^ay)  -+-  oF^ :  (x  —  ay)  ,    et 
p—f':(x-^  ay)  —  F^ :  (x  —  ay")  , 

hincque  aequatio  dz  —  pdx  -H  qdy  sponte   inftegratur ,    fitque 

z  nz  f :  (x  -f-  ay)  —  F  :  (o:  —  ay). 

Hoc  raodo  sagacissiraus  Vir  integrale  corapletum  est  adeptus  ,  sed 
nori  animadvertit,  ioco  functionura  harum  introductarum,  non  solum 
omnis  generis  functiones  continuas,  sed  ctiam  omni  continuitatis  lege 
destitutas  ,  accipi   licere. 


•» 
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Sc  h  o  1  i  o  n      2^ 

30  0.  Cum  pTurimum  intersit ,  in  hoc  novo  calculi  genere 
quam  plurimas  methodos  persequi  .  ab  aliis  solutio  nostrae  aequa- 
tionis  ita  est  tentata ,  ut  ponerent  Qp  —  k  Q|) ,  unde  fit  primo 
(^%)=k(^),  tum  vero  O  =  A- (||^) ,'  ex  quo  colligitur 
(l^)  —  kk  (^^^) .  Evidens  ergo  est  pro  nostro  casu  capi  debcre 
kk  =  aa,  seu  k  =  ±a.      Sit  ergo  k  =  a,  et  ob  (g)  — aQ^),  fiet 


y^dZS         ,  -V  /d^S    /9«- 


dz  =  a^  (g)  -f-  dy  (g)  -  (S)  Qoc  -f-  ady) , 

hincque  manifestum  cst  fore  zznfiix-^ay^  et  ob  a  ambiguum, 
quoniam  bini  valores  seorsira  satisfacientes  etiam  juncti  satisfacient, 
concluditur  ipsa  solutio  inventa.  Hoc  etiam  modo  negotium  con- 
fici   potest  :     Slatuatur 

(|)  =  O    "  o«  O  =  (g)- 

Inventis  nunc   formulis   primi   gradus   (s-)  et   (^>     ob 
dv  =  d=c  (ll)  +  d^  0' 

habebimus  has  aequationes  : 

d^=ida:  (|)  +  dy  0    et 

dv  =z  dx  (|p   4-  aady  (|5), 
ex  quarum  combinatione   coUiglmus 

dv   -4-  adz  =L  (dx  +  aTiy)   [(g)   -+-  a  (|)]  , 
hinaque 

V  -f-  as  —  f :  (:r  -f-  ay)    ct    t;  —  az;  —  F  :  (a:  —  ay) , 

sicque  ppo  z  eadem  forma  exsurgit,  Methodus  vero  ,  quam  in  so- 
Uuionc  sum  secutus ,     ad    naturam    rei    magis    vidctur    accommodata , 
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cum  etiam    in   aliis   problematibus   magis   complicati&  insignem  udlLr 
tatem  afferat. 


S  c  h  o  1  i  on      3. 

3  01.  Nostra  autem  solutio  hoc  habet  incommodi ,  quod  pra 
hac  aequatione  (^  l^  ^  aa  (^^^)  m  0  ,  ad  expressionem  imagina- 
riam  deducit,    scilicet 

z—r:(x-^ayY—  1)  ^F  :  (x  ^  ajf/  —  <). 

Quoties  autem  functiones   f  et  F   sunt  continuae,   cujuscunque  demum 
fuerint  indolis,  semper   earum   valores  ad  hanc  formam   P±:Q)/— 1 
reduci  possunt,  unde  sequens  forma»  ex  illa  facile  dcducenda,  sem- 
per  valorem  realem   exhibebit : 

z  —  if:(x^ay/^  O  +  ^:  C^^  —  ay/—  1) 

-H  — -;  F  :  (or-H  a7//  —  1 )  ~  ^-^'—  F  :  (x  —  ayy~  1)' 
pro   cujus  ad  realitatcm  reductione  notasse  juvabit  ,  posito 
07  —  5  cos.  Cj)   ct  ay  zzis  sin.  Cj) ,    fore 
{x  -^:  ay/  —  1  )**  —  ^"  (cos-  nCj)  ±y  —  1  .  sin.  wCP). 

Quare  quoties  functiones  propositae  per  operationes  analjticas  sunt 
conflatae,  hoc  est,  continuae,  earum  valores  realiter  per  cosinus  et 
sinus  ipsius  0  exhiberi  possunt.  Quando  autem  functiones  illae 
sunt  discontinae,  talis  reductio  neutiquam  locum  habet,  etiamsi  cer* 
tum  videatur,  etiam  tunc  fox'mam  allatara  valorem,  realem  esse 
adepturam.  Quis  autem  in  curva  quacunque,  libero  manus  ductu 
descripta  ,  applicatas  abscissis  x  -+-  ay/  —  1  et  x  —  ay/  —  1 
respondentes  animo  saltem  iraaginari  ^  ac  sumraam  earum  realem 
assignare  valuerit ,  aut  diflferentiam ,  quae  per  )/— —  1  divisa^etiam 
erit  rcalis  ?  Ilic  ergo  haud  exiguus  defectus  calculi  cernitur,  quem 
nullo  adhuc  modo  supplere  licct ;  atque.  ob  hunc  ipsum  defectum 
hujusmodi   solutiones  universales  plurimum  de  sua  vi  perdunt».  ^ 
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F.robI«ina     49. 

302.  Propaslta  aequatione  (gp>  =PP  (^^^)^  inqTiirerc,  qua- 
les  fqnctiones  ipsarum  x  et  y  pro  P  iissiimer-e  liceat,  ut  intcgratio 
ope  reductionis  ^uccedat, 

S  olutlo, 

Rednotionem  hsnc  ita  £eri  assumo ,  irt  loco  ap  tt  y  binat 
aliae  yariabiles  t  et  u  introducantur ,  qua  substitutione  secundqcn 
J.  231.  in   genere  facta  prodit  haec   aequatio  : 

-  PP  C)  -  PP(g)  -  PP  41^'  -  2  pp  (|j')(|:)  -  P  P  (|i)'  ^  -  °  • 

Jam  relatio  mter  binas  Tariabiles  f,  m  et  praecedentes  x^  y  ejus- 
modi  statuatur ,  ut  binae  forraulae  (^)  et  (^^a)  ^^  calculo  egre- 
diantur,  id   quod  fiet  ponendo 

.   O  +  PCs^^Oet^li^-P^I)^». 
Tum  autem  erit 

tl  cum  sit  indidem 

similique  modo  sumendo  P  negative 

(f;)=pp(|^)-,-p(|?)(|)+(|!)(|!). 

His   substitutis  nostra  aequatio   hanc  induet  formam  : 

[p  (g)  -  (|)i  cH)  (r^ + tp  <H) + <!>)]  <':>  (ii) 

_     -4PP(||)(g)(|^:)=0, 
quae   cum   uaicam    formulam   secundi  gradus  (^)  contiaeat,    intc- 
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grationem   admittit,    si  vel  (^)  vel  (^)    c  calculo  cxcesserit.     Po- 
namus  ergo  insuper 

qua    aequatlone    Indoles    quaeskae   functionis  P  definitur;    qno  fact» 
aequatio   integranda  ,   per  ^  2P  (^^)  divisa  ,    erit 

cujus  integrale  ,  posito  (^^)  ziz  i; ,  fit 


Vemm  prius  ipsam  functionem  P  per  a:  et  y  definiri  oportet.    Crai 
igitnr  sit  (|)  z=  P  (g)  ,    erit 

aP  =  dx  (fj  H-  Fdy  (g)  , 

bincque  ponendo  brevitatis  crgo  i^)ziip^    fit 

da:  ~  —    —    ^dy  ^    atque 

o:  =:   ~   Py  ^-/aPCy  +  ^)^ 
Statuatur  ergo  y  -4-  -^  —  f :  P,  ac  reperitur 

a:  4-  Py  =  f  :  P    et   p  =  (|?>  =:  ^,p'_^t 
ac  (^ip  —  fTTpZrT?    unde  ratio   determinationis   quantitatis  P  per  x 
et  y  definitur.      Pro  novis   autem  variabilibus  t  et  u^    ob 

#  ==  -  P(^>'  ^rit 

et  ob  a:  —  —  Py  -4-  f :  P,    fit 

A*\   /^  p'  .  p    o:i««/p    

V9 


dt  z=:  (|?)  OPf  :  P   -    2Paf/  ^  2^aP) 


cujus  postremae  formulae  cum  integrale  sit 
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/||f  :  P  —   2y,/P,    erlt 

i  rz  F  :  (/^f  :   P  -    2y/P). 
Deinde  ob  fg)  m  P  (||)  ,    habetui-  .- 

du  —  (g)  cao:  +  Pdy)  zn  d?)  OPf :  P  -  ydV) , 
ideoque 

du  =  (g)  (f:  P  —  y)  aP; 

quare  u  aequabitur  functioni  ipsius  P.  Tn  hoc  nutem  negotio 
functiones  quascunque  accipcre  licet,  quia  sequente  demum  integra* 
tione  universalitas   solutlonis   obtinetur.      Quare   ponamus 

t  —  /J|f  :  P    —    2y/P    et    u   =!:  P,    existentc 
o:   +  Vy  =  f  :   P. 
Denique  ad  ipsum  integralc   inveniendum  ,    quia  est 

W         J     p(|;) 
jn  qua  integratione  u  seu  P  sumitur  «onstans,  pur  superiora  erit 
-57-  =:  aPf ;  P—  2?dy  —  «/DP  —  —  2Pa.y , 

ob  P  constans ,    et  (^)  —  f.^-  ,    «nde  fit 

2/  (iD^r/^-^^^zri/Cf^P-y^+^/FtP,  seu 


(Pzz:(f:P~.t/)F:P, 


hincque 

porro 

z  ~ 

/3P 

(f 

:   P   — 

y)  F 

•  P 

sumendo 

hinc  t 

constans 

i.      Cum 

igitur 

sit 

y  = 

-f- 

I 

2VP 

/H^^ 

:   P   - 

t 

ideoque 
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imde  conficitur 

^piae  expressio  duas  continet  functiones  arbitrarias  F  et  Q>» 

Corollarium      1. 

^03.     Prlmum    hujus    formae    membrum    ita,  transibniMiri 
potest : 

/J-J(/P.f:P-5yJJf:P)F:P,  at 

/  P  .  f' :  P  —  i  /  ?~J  f  :  P  =:  /  d  P  /  P  .  f -^ :  P , 
smde  primum  membrum  erit 

./^F:P./aP/P.F:P- 

Corollarium     2. 

304.  Cum  autem  hoc  primum  membrum  sit  functio  aa* 
definita  ipsius  P,  si  ea  indicetur  per  11 :  P  j  erit 

ainde  forma  integralis  flt 

s=:n:P+0:(/^r:P— 2t/|/P) 

H-(/^Jf^:P^-2y/P)/^-^,^^. 

Corollarium      3, 

3  06.  Solutio  |magls  particularis  nascitur  sumendo  11 :  P IH 0, 
tiincque  z  aequabitur  functioni  cuicunque  quantitatis/-^p  f :  P—  2yyP, 
quae  ob  a;-|- P  y  zi:  f :  P  per  x  ti  y  exhiberi  censenda  est/ 

Vol.  IDL  36 


Digitized  by 


Google 


202  CAP.aT    IIL 

5  c  h  o  I  i  0  n. 

30  6.  Quanquam  hic  eadem  methodo  sura  usus  atque  in 
problemate  praecedente,  tamen,  quod  mirum  videatur,  casus  praece- 
dcntis  problematis ,  quo  erat  F  zzz  a^  in  hac  solutione  non  contine- 
tur.  Ratlo  hujus  paradoxi  in  resolutione  aequationis  U  )  nz:  P  (^— )  est 
sita ,  cui  manifesto  satisfacit  valor  P~a,  etiamsi  in  forma  inde 
derlvata  x -+-?  t/ zrzf :  P  non  contineatur.  Hic  scilicet  simile  quid- 
dam  usu  venit,  quod  jam  supra  observavimus,  saepe  aequationi  dif- 
ferentiali  valorem  quendam  satisfacerc  posse,  qui  in  integrali  non 
contineatur.  Veluti  aequationi  d  y  ^  (a  —  x^zzzdcc  satisfacere  vide- 
mus  valorem  x-  m  a^  quem  tamen  integrale  yrzrC  —  2  )/(a  —  oc) 
excludlt.  Quare  etiam  .nostro  casu  valor  V  zz:  a  peculiarem  evolu- 
tionem  postulat,  in  priore  problemate  peractam.  De  reliquis,  ubi 
pro  f :  P  certa  quaedam  functio  ipsius  P  assumitur ,  exempla  quae- 
dam  evolvamus* 

E  X  e  m  p  lum      1. 

3  0  7.  Sinnto  f:Pzi:0,  ut  sit  Pz:^-^  integrah  com- 
ptetum   hujus  aequationis: 

^dj^  —  yy  ^dx^^^ 
investigare. 

Cum  sit  f^  :  P  —  0,    solutio   inrenta ,    ob  /~  f  :  P  zz:  C, 

praebet 

2  =  =-/|-p  F  :  P  4-  (iC-2//P)/|-p  F  :  P-f-$  :  (C-~22//P). 
Statuatur  /^  F  :  P  rzz  11  :  P,  prodibitque 

z  =  —  2/ )/P  .  n  :  P -4- (P  :  7/ /P. 
Restituatur  pro  P  valor  :^*    et  ob  «/ ;/ ?  =  / — ^^,  imaginarium 
|/«— ^  1    in  functiones  involvendo   erit 
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s  — ]/a:t/.n:|-4-CD:/^y, 
quae  forma  facile  in  hanc  transfunditur: 

ubi  X  T  :  -  denotat  functionem  quamcunque  homogeneam  unius  di- 
mensionis  ipsarum  x  et  y.  Jiesolutio  autem  instituetur  loco  x  tiy 
has   novas  variabiles  /   et  u  introducendo,  ut  sit  imC  —  2^  —xy 

ct  uizr— ^9   vel   etiam   simplicius  t  zi  2  \/ x  y  et  m~-?  unde   fit 

aH\  Vy     /9f  \  Vx_       /a^K --V y       /9_df\   ZzY^ 

\Bxk  Vx*  \^y) Vy^    \dxV  — '  ajcVx*     \By*)  2j7/ 

et  ob   P  P  m:  —  aequatio  proposita  hanc  induit  formam; 

n  l^—\  — L.  —  /"^^  /\.xVx  /  932  \  

^  VdM  "+~  jy^  Vd^/  yyVy  SdtBu)  —  ^* 

Nunc  cum  sit 

.ttuziz4.xx^  et  rczzili/M^ 
atque  yzzz-^y^y  habcbimus 

Suu   /Bz\  Suu  /'ddz\  /^^\ ^  /99  2J\ 

TT  W  -  —  (d79u)  =^  ^'  ^^^  W  =  ^  Cdrd^)- 
Fiat  (^zzzv,  ut  sit  i;=:f(|^),  et  sumto  m  constante,  y-^   er^o 

t>?  :ni  (^)  zn  ^  f  :  w.      Sit  jam  t  constans,  fietque 

zi=:if:w+  F:i  — 2  /a:y  •f:^-}-F:  /a;y, 
Lft    ante. 

.C  0  r  0 II  a  r  I  u  m. 

30  3.      Quemadmodum  autera  expressio  inventa 
z  zzz  X  T :^  -\-  Q  :  X y 


satisfaciat,  difTerentialibus  rite   sumtis  perspicietur 


(||)  =  r:|H-5r-|+s,0':xs,,  G^)  =  :^'r':S  +  x0':xy. 
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tmde  porro  fit 


Exemplum     2. 
»0  9.     Siimto  frPin— »  ut  sit 

aa 

FPr:  2aPsr-f- 2aa?  et  Pzo^nh/  (otty^ -4- 2flKrX 
hujus  (iequationi&: 

(a^!)  =  [2««yy  -^  ^^^  -^  2af^iaayy  ^  2aa:)]  ^), 
integrale  completum  investigare. 
€ttm  sit  f :  P  ni  —  >  erit 

f:P=?,  et/»f  :F=/J9P/F  =  ,^,P/P, 
tnde  fbrma  generalis  supra  inventa  abit  in 

Statuatur  /yp  .  F  ;  P  =:  II :  P,  erit 

dP.F:P  =  aP>/P.II^P, 
ctque 

,=z/p5ap.n':P+(E5_j,/P)n:PH-<i.=('^yyjO. 

£st  autem 

quarum  formularum  evolutio  deducit  ad  expressiones  mmis  perpfexait 
At  substitutiones  ad  scopum  perducentes  sunt 

t=i^Py^P  —  2  y/P  et  u  —  V. 


Digitized  by 


Google 


CAPUT     IIL  ^$$ 

Carollariunir 

StO.     Si  pro  solutione  magls  restrrcts  ponatnr 

n;P  =  p"""*,  erit 

n^P=:(n— pp"""^, 
kincque  eonigltur 

8it  n:iz  i^  ct  functio  O  evanescat,  eritquo 
ftt  easixs  n  =:  2   dat       /  ' 

%  z=:  aan^  -f-  Zetxyf  ^  {ayy  -f-  2a?)  )/  iaaytf  -f-  2atr)^ 

S  c  H  o  r  i  o  n» 

5fl.     Form^  incegtralis  iBventa  seqnenti  mocb  sin^piicior  ef&ci 
fTdfest:  Pbnatur 

/^F:P=:n^P,  fiet 
F:P— i/P.n':P, 
^ritqne  (omittendo  postremum  membruitf 

OC/^^flP  — 2-j/i/P). 
^uod  nulla  reductione  indiget) 

»=/dP(/P.f:P~.i7jpf  :P)  n^F 

-t-in:P/JJr:P-^y>/P.n:P;  al 

|n-.P./JJf:P=/adPn':P./9|f  :P-4-|^n;P.f:Px 
«nde  fit  V 

«  =  /n':P.dPyPf  :P4-i/n:P.||f  :P  — yi/P^ilfF^ 
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PoxTo  est  • 

/aP.n'':P.)/P.f:P=n:P.}/P.f:P-/n:P(|^f':PH-3P/P.f'':P), 

ideoque 

sir:n:P./P.f:P— pP.n^P./P.f^^^P-y/P.ncP. 
Statuatur  porro 

/aPn:P./P.F.:P=i0:P.,  erit 

:.  =  p;;!  (f  :P.-.2/)-0:P-f-a>  (fyl  r:P-.2y/P), 
tjuae  forma  sine  dubio  multo  est  siraplicior  quara  prirao  inyetita. 

P  r  0  b  I  e  m'a      50. 
312.      Proposita   aequatione 

invenire  valores   quantitatum  P,   Q,  R,   quibus   integratio  ope  reduc* 
fionis  ante  adhibitae  succedit.      ' 

S  o  1  u  1 1  o. 
Introductis  binis  novis  variabilibus   t  et   u,  habebimus 

^=(p  (s)+(|y  <S)-^0'  (^t)+2(|)  (|)  {^M^y  (iD 
-  pp  (i;)  -  i'p  (^)  -  pp  (!)■  _  2  pp  (|i)  (pj  -  pp  (I)' 

+  Q(!P  +  Q(|) 
+  R(^,)4-Q-(*). 

Statuamus  ergo  ut  ante 

(|)  =  p(^^)«(|)=-P(^3, 

nnde  fit 

(si)=pe)+(D(iD." 

(^) = pr  (!■'.) + p  €)  (D  +  f)  (I). 
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atque 

O = pp  © + p  (D  O  -  (g)  (fi). 

et  aequatio   resokenda  erit 

0  =  [P  (g)  4-  {|)  +  PQ  +  E]  (1  )•  (D  -  4  PP  (*)  (g)  (^^-) 

■^  [P  (II)  -  (i)  -  PQ  +  11]  (||)  (I-:). 
Jam    evidens    est    integrationem    instilui     posse ,      si    alterutra    for- 
mula   (^y)  vel    (^)  ex  calculo  abeat.     Ponamus  ergo  esse 

R:=PC2-f-(g)-P(g), 

dt 
€t  acquatio  resultans,  per  (^^)   divisa,  fit 

0  zr  2  [PCi^-(^;)]  (|;)  -  4PP  ilp  i'^y. 

Fiat  (|^)  =  V,  erit 

Sumatur    /  constans,  ut  fiat 

.dP. 


^^_[PQ4-(5]9u 


2PP(|^) 
ut  necesse  est,  ut  quantitaies  P,  Q,  (|^)  et  (^)    per    novas    variabi- 
les  t  et  u  exprimantur,  quas  ergo  primura  definiri  convemt.      Cum 
igitur  sit 

5f  ~  (|^)  Qx  -4-  ?dy)  et  ^w  —  (|^)  {dx  —  Pay). 
Sunt    ergo    (^^)    et    (^)    factores    integrabiles    reddentes    formulas 
dx-^Pdy  et  Doj  —  ?dy:  non  enim  opus  est  ut  hinc  valores  t  et  u 
generalissime    definiantur.        Sint  p  et  q   tales    multiplicatores  ,     per 
a:  et  y  dati,    eritque 
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t  r^  /p  (dx  •+■  ?dy)  tt  u  =z  /g  O*  —  ?dy\ 
itnde  superior  integratio  &t 

in  qua   integratione    quantitas    t  -zz.  fp  Qa:  -4-  P3(y)    con«tan>  e»t 
iSpectanda.     iSeu  ob    du  z=z  q  (dx  —  Fdy)  erit 

Tenim  ob  9t  —  0  cst  3a:  —  —  P^^,  ita  ut  prodeat 

^=Z^%   [PQ-f-(|)], 
nbi  ob  t  constans,  et  datum  per  x  ti  y^  valor  ipsias  ^  per  ^  ^t  t 
«xpressua    substitui    potest^    vJl    sola  y  varlabilis    uisit,    et    invento 
integrali 

«rit  t;  =  V  f  :  <  =:  (|p). 
Nune  ponatur  u  constans  eritquc 

z  r=  /Ydtfit  +  F:m. 
ConditiQ  autem ,    sub    qua    baec    integratio    locum  habet ,     postulat 
ut  sit 

R  =  PQ  +  (g)  —  P  (g). 


Corollarium      i. 

313«     Eodem  tnodo  aequatio   proposita   resolutionem  admittet, 
ai  fuerit 

R  =  -  PQ  -  <g)  -  P  (^); 

manetque  ut  ante 

i  —  /p  (dx  ^  ?di/)  ti  u  z=:  /q  (j^  —  Pay), 
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Tum  rcro  fit 

«  =  -  [PQ  +  (^)]  (^)  -  2fP  (|)  (^). 
-quac  posito  (^)  zizv,  sumtoque  u  constante  dat 

dv  _  .-"[PQ-^<g)]at  _  -  [PQ  4-  (g)]  Qx  ^  Td^ 

*-  2PP(i^)  2PP 

C^rollarium     2« 

3 14.      Si  porro  habita  rafione,  quod 
u  —  fq  (dx   —   Pay) 
ilt  constans  ct  dx  ~  Pdy,  ponaiur 


/- 


^^^^^-^i^=iy,erU 


t;  =:  V  f  :  u  =  (^^), 


P 


unde  taBdem,  sumendo  jam  ... 

t  —  fp  0x  -^  Pdy% 
colligitur 

z  fVdu  f  :  M  -H  F  :  2. 

•  Excmplxim      I, 

^16.     Si  sumatur  P  z=.  a  £t  R  —  aQ,  ^uaecunque  fuerit  g 
functio  ipsarum  x  et  y,  integrare  nequationem: 
0  -  «a  (H)  -4-  Q  (|)  +  aQ  (£)  z=:  0. 
Gum  hic  sit  P  —  a,   erit  p  zr  1 ,  ^  z:^  l_.et  *  ~  :r  -f-  a^ 
iitque  w— a? — ay,  unde  positp  (|^)  — ;  i;  £t 

3v  ^ aQ9tt ^  Qdn 

Qupniam  igitur  est 

Vol  IIL  ^r 
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his  raloribus'-  sub^itutis-  Gt  Q.  functIo>  ipsamii»  i  ^u^  ae  spectata   t 
ut  constante  erit 

Zv^=^/QaM  Tjr-Zfr^f,.  seu! 

©— €-*  f:f, 


et  8umta  jam  u  constante* 
-fOdu 


Co^ro  liariirmJ     iV 
ari6^.      Si:  (^  sit  cottstanS-  zir  2di&;.  aeqnatioms  huju* 

ihtiegrale*  erit 

iive; 

^irre^C^-^^)  [f  ::(xH-aj^)  4r  F:.(:r--ay)I.. 

C'o  r  oHar  ium^-    -2. 
•  aCiT.      Si'  CI  i=z  - ,  hujttS'  a^quatibnia- 

iJBtegTale'  ob; 

/Q3m— /?^;— /1^;-=:  2a7  (/-4-  M) ,  erit 
s=if(.t-i-u)  dt  i:t-\-t\.ut=:ftdlti',  t-hujrdnt-.t-^t':  u. 

Tei:  sit  {:tz=zU^:t,  erit 

/affcf^n^^rf  et 
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:z=(f.-huyil'it  —  II:^-+-F:u,  seu 

jz  =:  2x11' i  (a?  fxij/y  —  H  ;  (,x-i-ai/)  -+.  J ;  ix-^tyy, 

£x«mpljam     :2« 

i*  y^     yy     yy —  j»  ^*  ^ 

Q  —  X,  i/i  fii  R  —  — ^,  ^<  Aa«c  aeguatio  integrari  deheat 

.Cum  ergo  sit 

.t  z=Lfp   Qx  4-  ^)  et  1*  =/7   Qx  -^X 
.sumatur  p-^ziy  tx  g ■=:'-.,  ut  £at  i=a;y  et  k=:-. 
Posito  aiunc  (^l^)  —  t;  sumtoque  it  coristante,  «x  CorQllarlo  d.  fit: 

-  =  zlzil^— ==-^^-* 

Xst  arero  iM~a:a7,  ihincque  ^— /^u  «t  ,y=:>/|,  Atque 
.tmde  .fit 

.et  ob  tt  x:onstan8 

>  =  iit  ^  Ut,  . 


^u 


Quare  iBumto  jam  t  oonstaiUe  «rit 

zz=.tji    >»«  a«r:«-h-r;is. 
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Yel  ponatur   — •  ^  =i  ^,  ut  sit  5^  =:  —  ~   eritque 

In  hac  integratione  /t^  ds  f :  s  sola  y  est  variabilis  ,  ac  demum^  in- 
tegrali  sumto  restitui  dfebet  ^  — .ry  et  s  ZIZ.'—.  Caeterum  patet 
ftmctionem  quamcunq]ue  ipsius  xy  pacticulariter  satisfacere.. 

Prob.lema-     5t. 
319.     Proposita   aequatione  generali 

mYcnfre  cDndidones  quantitatum  P',  ^»  R,  S',  T^.  ut  integratio  ope 
l^eductionis>  adhibitae  succediat;« 

S-olutiO;. 
Facfa  cadem'  substitutione  introducendis  Binis  novis  variabilibuas 
f  et  »„  aequatio  nostra^  sequentera   mduet  formam 

-^'^y)      -=P(/;|)       -^PdXl)     -2^(1)^;).    -2P©(|     f 
-H(PP-QQ)(^.)+CPP-Qa)0+(?P-QQ)(S-2P(s)(l5)     -^(PP-QQXiD')=»- 
*<>  *R(g)'  H-2C»P-QQ)(£)(|D 

^s(E)       -O 

Determinentur  jam  hae  duae  ffovae  variabiles  t  et  u  ita  per  x  et  j^ 
Ut  formulae  i-^)  et  (g^^)  evanescant:  debefeitque  esse* 

(|)  =  CF4-  Q)  (|)  et  (|)  =  (P  -  Q)  (|), 
«nde  patet  has  variabiles  sequenti  modo  deterroinari- 

t-^i/pidx^iP-^^Q^dy^  et  u=i/q\dx^(P^Q)dy^^ 
iumendo  p  ^t  q  ita  ut  hae  formuiae  integrationem  admittam»^ 
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Cum  aunc  slt 

<^  =  <P -»- Q)  (s^.)  +  [O  +  (i)]  (^^, 
<^)  =  (P  +  Q)'  <g)  +  (P  +  Q)  lO  +  cg»]  (!)• 
-M(|)  +  (|5)](fi), 

<^)  =(P-G)  <S)  -+-  Ks)  -  (^]  (r). 

O  =  (P  -  Q)'  (gl)  -f-  (P  -  Q)  O  -  (gi]  (g). 

-1-[<I')-(|^](s)- 

Hinc  reperllur  formurae  a  (^j)  cosrioiem  =:  —  2QQ(^(|J),. 
fiermini  (g^)  coefficiens  :z:2 

L- (P  -  O)  (^-^  +  (^^)  +  R  (P-f.  Q)  +  S]  (g), 

«ermini    vero  (g-)  coefficiens  zn. 

i—  (P+  Q)  (^^  +  (^^  -h  R(P--  Q)  H-  S]  (|H).. 

£st  vcro  {^zrzp  et  (3^)  ~  ^?  unde  si  brevitatis  gratia  vocetur 

S -f-R(P-f-Q)  H:-(^^^)  -  (P  -  Q)  (^%  =  Mel^ 

&-»-R(P--Q)-h(^^  — (P  +  Q)(^-^  =  N,. 

aequatio  nostra  resolvenda  erit 

0  =  V  H~  T;.  +  M/,  (|)  +  N^  (|^)  —  ^QQ^g' (^«). 

seU'  ut  cum  formis  suprft  §§.  29*4  et  295.   exhibitls  comparari  queati 
,ddz\  M     /9gN N      /az\  '    T  V       

^qjaae  si  porro  brevitati»  graiia  ponatur 

duplici  casu  Integrationem  admittit:  altero  si  fuerit 

-  mr,  =  -t-  KL  -  (,t).  .«  T  =  4QQP?  (*)•-  ^; 
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altero  yero  si  fuer«t 

<2uoniam  yero  K  ^t  X»  per  ;r  .ct  y  dftatur ,  /orpiulite  illae  (|]^)  <ct 
^(dtt^  ita  reduci  possunt  nt  sit 

fQuemadmodum  autem  ipsa  antegralia  his  fcasibus  inveniri  debeant, 
jd  quidem  supra  est  declaratum ;  unde  supej::fluum  foret  calculof 
jUos  taediosos  Jiic  repetere:  ^uovis  ccnim  casu  .oblato  .solutio  inde 
peti  poterit; 

:S  c  ,h  0  I  i  o  n.      l  • 

320.     Quod  iid  hanc  reductionem  ibrmularum  :attinet ,  iCa  ae-^ 
.quenti  modo  instiiuitur.      Cum  sit  jn  genere 

dz  —  dx  (|)-4-ay(|), 
^x  fo^rmulis 

dt:^p^x  -+  p  (P-i-Q)  dy  et  ^u  —  q^bx  -h^  (P— .^)  "dy  efit 
qdt  -  pdu  =  2pqQ.dy,  seu  ^y  =z  2^|i  et 
q  (P-Q)  dt-^p  (Ph-Q)  au  ~  —  2Qpqdx,  jBeu 

•Quibui  yalotibus  substitutis  obtinebitur 

jta  ut  dz  per  difFerentialia  <)^  et  du  «xprimatur.  Posito  .ergo  u 
constante  «t  du  ~  0,  erit 

/^±\  —  gr-P  /^\  _| «_   /a*\ . 

At  posilo  <  constante  et  dtzzLO^  erit 
/d?^ £±Q./^\        _JL  /i!^ 

VdU''  aQ^q  \dx/  aQ/i  idy' 


\ 
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Soho  lio  tf     ?,.  ' 

321'.  Wetfibdus'  igitur'  lioc  capite'  fradita  io'  Hofe'  dbiiststit ,  ul 
hujttSmodi'  aieqyatione»'  opc  intrbduiistiohi*  biuavura»  novatfui»  vai-iabi-- 
lium'  t  et  w  ad"  httnc  fornttim!  reduGatttuc 

de^  quar  im  pvaecedente'  capite:  vidimtasV  <luibusharaP  cftSibus'  etf  Jnte- 
gravt  queat?  Iisdenr  igituv  qubqufe-  caJ^ibus--  omnetf  aequaUones ,  quae 
ad^  tarenv  forntanr  se  rfedubi5  prariuntnr;  inlegvtttionem  admiitent'  Esl 
yero*  ejusdenr  fovraae'  casu»'  quidam.  raaxime  singuraris-,  cujus  inte-- 
gratio»  absblvi  pbtesf ,;  undc  deouo»  infihita-  muUifudo'  aliartim-  aequaw 
tibnumv  quae  quidem'  ec  redbct^  qufeanf,  orituv  integrationem'  pariter 
tdinitleiwiuiri'^  Quemi  proptereai  caisittitf  sieqjtenti'  e^ite:  diligeotiu»; 
evoluamus.- 
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ALU  METHODUS  PECUIJARIS  HUJUSMODI  AEl^UATIDKEf 

INTEGRANDI, 

Fx.obJeinA      63^ 

322. 
,Si  aeciuatio  {>ro|>o»ta  liaBc  babuerit  formam 

^s  integrale  completum  investigare. 

-S"o-rtitio.      • 

Cum   hic    binae    rariabiles  x  et  y  aequaliter    insinf ,   ponatur 
primo 

3=:A  (a:-f  «/)^  f :  a;-t-B  (x-^^yi^+^  f :  x-hC  (a:H-y) ^+*f'' :  ft 
•+-  D  (a;-+-y)^3  f ^^' :  x  etc 
lAi  pro  faoiliori  substitutione  notetur,  posito  v  rr  <ar-f-.^)'*  F :  ar  forc 
(g)  =  iL  (a:H-y)'*-'  F  :  a;  -{-  (x-H^)'*  F'' ;  ar, 

i^y^i^^Cx^y^l^-^Fxx, 

(l^)  ==  |x  (fx— 1 )  (x-^yy--*  F :  a:  -f-  ji  <a;-f-y)T'-«  r :  *. 
Facta  ergo  substitutione  obtinebimus  hanc  aeqnationem 
o=:nA  (x-^yi^  f :  ar-j-wB  (a;-»-^)^+*  f :  a:-i-nC  (x-+-^)^+>  F  :  a:-J-ctc 
-+.2mXA  ,     -fmA  -t-mB 

«+-X(X— i)A         -4-2m(X-hI)B  -t-2m(X-f-2)C 

-♦-XA  H-(X-»-l)B 

-+-(X-f-l)XB  -f^(X-h2)(XH-l)CJ, 
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217 


ubi  totum  negotium  ad  coefficicntium  A,  B,  C,  T>,  «tc.  determinft> 
tioneiD  iTevoeatur;  fltcile  autem  erat  praevidere,  forroa  superiori  aa- 
suinta  potcstates  ipsius  <:r-4-^)  in  sin^ulis  membris  pares  esse 
prodituras  :    Fieri  i^itur  necesse  est 

n  4-  ^mX  -{--  XX  —  X  rr  ,0  , 

.  (n  .4-  2ni\.-h  2m  H-  XX  -f-  X)  B  -4-  <m  -I-  X)  A  =  0  , 

(n  -+.  2mX  -f-  4to  -f-  XX  -+-  3X  -h  2)  C  H-  (m  -|-  X  -»-  1)  B  —  0, 

(n  -f-  2mX  H-  6m  4-  XX  -h  5X  4-  6)  D  -f-  (m  -i-  X  -*-  2)  C  zi:  0, 

•       etc. 

quie  detenninatidnes  opc  primae  n -f- 2mX -f-XX  —  X  ::z:  0  ita 
commodius  exprimuntur : 


«  _  (mH-X)A. 

C  -=-  — .    (w-^-X-f-QB 
"— "  3  (am-J-  aX-+-  1) 


r>  -^  <mH-XH-")C      . 

•^  3  (am-h  sX  ^  a)  ' 

•  X  -^-  5)  D 
4<  m-f-2X-+-3)* 


E  =  —  ^"- 


p _    (mH-X-f->i1E 

'  5(a«-+-9XH-4)' 

XH-5)-F 


G  =  —   ^ 


5r 


H  = 


6  (amH- JA. 
.     (m-hXH"6)G 
■  7(2m-i-aX4-6) 

etc« 


unde*  lex  progressionis  e jt  mamfeeta.  At  pro  exponente  X  <iapU* 
cem  eruimus  valorem 

;  X  liir  I  — -  TO  -+;•   )/ cj  —  m  —  w  -f-  mm)  ^ 

quorum  utrumque  aeque  pro  X  accipere  licet.  Hic  autem  praeci- 
pue  notandi  sunt  casus^  quibus  .sevi^s  assumta  abrumpitur ,  quod 
fit ,  quoties  m  -+-  X  4-  i  zz:  0  ,  denotante  i  numerum  quemcunque 
integrum  posUivuoi  cyptu*a  non  exclusa.  Hoc  ergo  eventt.  quo* 
ties  fuerit 

l  +  iH^v^C*  —  m  —  n4-.  mm)  cn  0  , 

id^  <mod    fieri    nequit    nisi    J  —  m  —  ^  ^-  ^jn    fuerlt   <)uadratum. 
InVenta    autem    hujusmodi    serie   sive    finita    sive   in  infinitum  exeur- 
rcnte  ,    alia  similis  pro*  functfontbus*  ipsius  y  reperituf  s    unde  valor 
VoL  IIL  28 
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ip^ius  z  ita  reperietur  expressus 

z  —  A  (j?  H-  i/)^  (f :  a;  -f-  F  :  y)  -+-  B  (a?  ^  y)^+'  (f :  a?-f-  F^  :  y) 
4'  C  (a:^y)^-^2(r:  x-hF'^:  y)  -h  D(xh-  y)^+^(r^:a?+F^^^:  y) 
H^  E(a?-|.y)^-»^*(f^^:a?H-F>V:y)-hF(x^y)^+^(fV:irH-F^:j/), 

-+-  etc. 
ubi  cum  binae  functlones  arlMtrariae  adsint ,    id  certum  est  signum^ 
hanc  formam  esse  integrate  completum  aequationis  propoaitae» 

C  or  oll  ar  i  um      i.        » 

323.  Si  fuerit  X— — m,  hoc  cst  n  —  mm •+- m  zzi  tt,  seu 
it :..  mm  —  m  ,  integraie  ex  unico  membio  conslabit  ob  B  z=;  O^ 
critque  integrale 

z  —  A(x  ^  j/)— «  (f  :  o:  -V-  F  :  y). 

Corollarlum     2^ 

324..     Integrale  autem  dua  membra  continebit^    si 
Xn:  — m— 1   vel  nznmm — m:  — 2  =:(m-+- l>(m— 2)  ; 
tnm  erit  B  zzz  —  |  A  et  integrale  erit 

a=z  (a;  H-  y)-^""*  (f :  x^Vzy)  ~  £(a;  -h  y)-"^  iftx^T':  y). 

Corollarium     3.. 

325.  Integrale  tribus*  terminis^  constabit,.  $i;  Xz=;<v— m  *«- 2, 
fcl  n  ziz.(m  -f-  2)  (m  —  3)  ;   tum  erit 

B::=  — JA,    ct  C— --jBrzH-AA, 

jategralc:  wro» 

.    :5=i(x-v»)^^"^^(f:arH-F;y)  ~  J(:r-rHy)-^-^(r:  a;^  F';y) 
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219 


326.     Ex  quatuor  autem  membris  integrafe  constabit,  ta  fue- 
rit  Xz=  —  m  —  3 ,  seu  n  —  (m  -+-  3)  (ra  —  4);   tum    autem  erit 

Br=-iA,   C  — -|B=rH-JbA,  D=:  -  ,|jC  =  -  ^  A. 

«t   integrale 

»=z(x^-  S^)-'»-'  (f :  ar  -H  F  :  y)  —  |(a:  -H  y)"-'»-»  (f :  a? -^-  F^:  y) 

4-  S5(*-«-y>"*"'<^'':a^-<-F''''  •  y)  -  iio(xH-y)-'»(r^:ar-+-F''':y). 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

32  7.      Quod    si    in    gcnere    ponafnus    X  -f-  m  zz:  —  i,     erit 
/1  zzr  (m  -+-  i)  (m  —  i  —  1 )  ,    tura  vcro 

ft ,A    c  — C>'-')B     r>^_lL:ia)c.p (i-5^D 

^ ~2A,    V.  —  a(2i-i)'    -^  3(21.3^'    ^  ~4(Qi-3)» 

unde  fit  omhes  ad  primum  reducendo 

B=:-^|A,  C:=-^.^A,  D—       '(\~'\.-A, 
r—       4-fi-0(>-3)        A     F—     -(*-3)('-4)   ^A    etc 

■•^  n.i.3.4(9f-0(«-3)     *        a*.3.4.4C«-')("-3)       ' 

qui    tta  se  habent 


A 

B 

C 

i  *"^  1 

-5 

0 

i  —  2 

-i 

h 

i         3 

-1 

ii 

i  —  4 

-§• 

4| 

i  =:  6 

~i 

^ 

»:=  6 

-1 

^ 

D 

E 

F 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ife 

0 

0 

a 

3 

0 
9  . 1 

7.H 
3 

96.7  5 
3  .9 

...4 

96  •  9  •  7 

4.3 

960 . 9 . 7 

3  .  a 

11  ^2/^ 

96. 11  .9 

960  .11.9 

ita  hujas  aequationis 


dacdy-'  "^  «  +  >  ^d*-'  "^  FHhy 


(l!) 


(|2)  ^  (i»-HO(i>i-i-ij 


t* 
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mtegrale  completum  erit 

-f-  etc. 

qirsre  fonna  qtioties  *  fnent  nnnieras ,  integer  posrtFTns ,  ffmto  con» 
stat  terminoratn  numero  :  secns  autcm  in  infiriitum  excuiTrt.  Im« 
primia  autcm  ista  integratio  hoo  liabet  singulare ,  quod  non  solum 
ipsas  functiones  arbitrarias  f :  a?  et  F  :  j/  compleetalur ,  sed  etiam 
carum  formulas  diiFerentialea» 


ExemprviiiB.. 
328»     Si  octtirrat  ista  aequatio 

dejtnire  casus^  quibiu  ejus  integrale  per  /ormam  Jtnitam 
exhiberi  potest^ 

Cum  hic  sit  n  n:  (m  -f-  £)  (m  —  i  —  *)  rz;  0  ,  smnend^o  pra 
i  numeros  integros  positivos,  duo  ordines  habebuntur  casuum,  qui* 
bus  integratio  succedit,  alter  quo  est  mzi—i^  aJtcr  quo  mr:i-+-l, 
ita  ut  in  genere  integratio  finita  locum  habeat,  quoties  m  fueric 
numerus  integer  sive  positivus  sive  negativusi  Frimo  crgo*  si  sit 
m  :;=  —  i ,    crit 
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a  =  f  (f :  ar  -f  F  :y)  —  ^  (ar  -f.  y)  (f  :«  -f-  r :  y)  < 

4- J  •  .-rl^fE:^!,  (^ -+- y)' (^" '  ^ -f- p^" .' y) 

4-  d^  ♦  j^  :^ii^:;^g.>  ^^ + y>^  ci^  ^^  ^  f»v  ;^> 

— -etc. 
Dcinde  si  sit  ^  in  i  -f-  t  ,    ent 
dx  -H  y)"  +  ' «  =r  i   (f :  a:  -4-  F  r  y>  -  ^.  (ar-K  j^)  (f  ra:  h-  r  rj/^ 

-rir^fe^-4)<--^y>'(^"=^-^^"^y> 

—  etc. 
«trinqtie    scUicet    «aileia    hahetuv    expressio «    cui    easu    priori    Ipsa 
qttftntitas.  3,  pDSteriori   q.uanuta$  (u?  -+-  J/)^' "+* '  s  aequatur,     Ad  si»- 
gtttos  hos.  casus  distiuctius  evolTendos  poBamujB. 
A=r(f:»-t-F:y>, 

B  i=(f  :arH- F  :y)— ^ar-i^Sr)  (^'^«-v-F^rj^)  * 

C  zzz (frar-h. F :y>- |(a: .#. y) (f : a; -hF': y)-*-  ^-^  (a? H.^)«<r :x^ ^''''^yX 
Di=:(f:»-+-F:y>— |(a;-i-j/)(f  ^ar-j-F':^)  +  ^5  (x-i-yyir:x-^r^;yy 

-— ^(»-4-y)*(t^'^;ap-HF^''^:y),    etc, 

vel  posho  brevitatis  gratia   . 
.      .     .$t^f:ar-|-F:y, 

©r=(a7--f-y)   (fraj-f-P':^), 
€  zr  C*  H- y)' (^  rar  h:- F^"  ry> , 

JD^Ka^-l-j/^^^f^^^ar-hF''^^:^),  *      • 

€  =  (a? -f- y)*  (f *v  :  a? -f- F'V  :  y)  , 
ctc* 
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tit 


lo.  9 


€, 


ifl  .  II 


etc. 


10 . 9.8 
19  .  II  .  10 


8.  7    bTI 

5 g^  vl      56 

10.9.8.7  T*'      10.9.8.7.6  ^' 


i5  , 


2d 


.1I,J«.Q.  Ift.ll.lO.O.S   ^ 


Quibus  Taloribus  Inventis ,    ei:it  pix>  duplici  oixline , 


si 
m  iir:  0  ^  z  zr  A , 
m  zn- —  1 ,  z  —  B  , 
m  nzi  —  2 ,  z  mz  C  , 
mn:— 3,  2zz:D, 
m  =  —  4,  z  — E3 
m  =:  —  5,  sniF  , 
m  im —— "  6 ,  g  :  G , 
etc. 


si 

m—  1,  (x-f-y)    zr=A; 

m  —  2 ,  (a;  +  y)^  z  rr:  B  , 

mzrS,  (x^y)^  zz=:C, 

mziz4^  (a:-4-y)^  «  n:  D  , 

m  n:  6 ,  (a?  +-  y)^  i&  n:  E , 

m=:6,  (ar-hyyV2i=F, 

etc. 


S  0  h  o  1  i  o  n* 

329«  Si  pro  i  sumatur  numerus  negativus,  expi*essio  in  infi* 
nitum  excurrit.  Sit  enim  i  —  —  A ,  et  ex  formula  prima  erit 
m  zz;  ft ,    ideoque 

Fro  eodem  autem  casu  mzzzk  altera  fbrma  ob  izizk  —  1   dat 
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-t-<A'--.y&--ri^  «>-»-♦'«•  ■ 

qnae  antem  formae  non  absolute  aeqqales  sunt  censendae,  sed  iir 
altera  functiones  f:ar  et  F:|^  alias  formas  faabebunt,  utnihtlominut' 
ambae  aeque  satisfaciant.  Caau  quidetiii  A  =;  | ,  «m^^e  je^Yf^fWiipi 
perfecte :  ponamos  autem  k  zzz  0  ^  ut  prior  dejl 

at  posterior  praebet 

Quarum  consensus  ut  appareat,    sit  in  hac  posteFiori 
iixzzi  ax^  et  F  :  y  —  hy^^    erit 

:Czr:(a;4.y)^(6arH^26),    S)  z=  (a:-f  y)3  6av 

at  reliquae  partes  evancscunt     Obtinebimus  ergo  ex  po^teriqri 
z  n:  (a:  -+-  y)  (oo:^  -t-  Z>i/^)  — *  I  (a?  H-.y)^  (3axa:  h-  2ty) 
•f-|(^-»-y)^  (3a:tw-^)  —  J(a?Tf-.»>*a , 
quae  CToIuta  praebet 

quae  forma  utique  in  priori  z  —  f;ar-f-F:y  continetur.  Coji- 
sensus  efga  •binarum*  iHarum^  formarum  gcQeralium  eo  magis  est 
notatu  dignuSr  « 

Froblema     53^ 
330.»  '  Invenlre  casusr,    quibus  haec  aequatio  generaliS;  ^ 

ad  formam  praecedentem*  reduci ,  ideoque  iisdenv  ciuBibus^  integrarii 
potest.         i  ■'        -'        V 
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'•:'  ''■';.         S  olu  tio.  i      ' 

Intr«d«cfcndd  binM  noras  rariabilef  t  et  u,  ut  sit  qucmadrao- 
40191,  .reductk)  §.  319.  adhibUa,  ubi  Pz=:C)   et  V  —  0,  dccIarAt 

ii-  ponattos  ad  abbrcTiandum 

M  =  S^QR-f-(f5)-4-Q(|^^,     :       '    '.     V  ' 

N=S-QR  — cJ?)-f-Q(g).      ..      ... 

prodibit  haee  aequatio 

.39  »N  _  Jl_  ^9»x H_  ^^ T_     — 

quam  ergo  ad  hanc  formam  revocari  opoitet 

cAjus  casus  integrabilitatis  ante  designavimus ;  scilicet  quoties  fuerit 
nzi:  (m -|-0  ('w  —  *  <—  1),  denotante  i  numerum  infegnim  quem> 
cunque  posttivum  cjrphra  xtoti  exclusa.  Ad  hoc  ergo  necesse  est 
ut  fiat 

Ttf —  4«QQ€     TiT —^Q<ii     .  rr,  ^  — ^4ftQ<J»g . 

jptuia  autem  hlc  integrabilitatis  formularum  t  et.  ii  xa^o  ha^ri  de* 
bet,  sumamus  Qzn  ^tt^,  sitque 

fZnarK^xx  et  ^  — ^Tr^ra:, 
eritque  • 

'rzaTT  :  a? -f- a(|)  :^    et    uziz^hit  \x^,h^  \y^  ,  ^ 


Hinc  81 


ideoque 


M  H-  N  rr  2  S  +  2  Q  (^)  ---t^r-^y)  Q9J!lif    et   ^      . 
M  -  N  =  2QR-f-  2  (||)  =  4»"caY^)QQ^':«  ,         ...   .^..j 
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—  TT^ —  T^  Q.^^a^^'  ^^ 

, (T  t ^)»  (fH-u)»         ' 

ob   (i  rz:  ^TfJ;  unde  ^st 

t  +  M=z:(aH-6)  ^:^;^^  (a— A)  0  i^/t* 
Ideoqne    habebimus 

■^    f4-tt  (|)'::y    " 

S     ^^    ^am(a^^6)7r^:x       .      ^^;g 

.  Qao  aequaiio  Bat  simplicior,  duo  casus  praecipue  snnt  considerandi, 
alter  ubi  6  z=  a ,  alter  ubi  6  r:  —  ta.  Priori  est  t-^u  z:z,  2an  ^  oc 
aequatio  nostra  «rit 

Altero  vero  casu  hzzi — a  fit  t-l-M— 2a4):gr  et 

/ad»v  /(l)':y\a  /d9«\     .     (Z^\y         $^\   /3»^     .    /$^\a     '^•«  /?5\ 

VdjKV  ~  V7r':x/    V5xV  "^  V  (|/::y     "^  (^iyJ  \dy)  *^  V7r':x>'    *  irVJc  Vdx/ 

^   (D:r^®— ®' 
t;iu&e  ambae  aequationes  integrationem  admittunt  caMbus 
u  —  ('n-(-£)  (m — i — 1). 

C  or  oll  ar  lum      1« 

331.  Aequationes  postremo  inventae  a  se  invicem  non  difFe- 
runt,  nisi  quod  binae  variabiles  x  et  g  invicem  permutantur ,  «nde 
sufficit  alterutram  solam  considerasse,  Prior  autem  tratisformatur 
ponendo 

<:rz7r:a;4-C|):y  et  uzznt  :x  — ,<|)  :  y, 
Vol.  III.  29 
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posteriar  tcto  ponenda 

C  OTO  Ila-r  ium     2* 

S32,     Hae  aeq^atione»  etlam  sequenti  forma  magls  penpicuft 
repraesentart  possunt^  prior  quideTii 

ct  postevk>r 

'Tr  :*     /^^  ^  ^ 

Casus     f* 

335»     Ponamus:  i^zx-r.a^    et  (J/:yrr6^  erit  itzxzzaar  ct 
(pif/znbf/  tum  vero  Tr/^^roriziO  et  CP^^:yz;0;   unde  forma  prior 

prodibit 

quae  reduoitur  ad  formam  supra  resalutam  ponenda 

t  zzz  aoT  ^  bif  et   u  zz:  ax  —   fty- 
Fosterior  vero  forma  est 

hb  Kdy^/         aa  ^dx^J  ^  bby  \dyJ  ^  bb^  ^ ^^ 

quae  reducitur   ad  formam  supra  resolutam  ponendo* 

f  ~   oor  -4-  iy    et    u  izi  by  —  oa?, 
utraque  autem  est  integrabilis  casu 

nziz  (m  -}-  0  (m  —  i  —  i), 
Reductione  enim  9d  varrabites  £  et  u  facta  oritur  haec  aequatio 
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C  oro  llari  um      i. 


334.     tSi  snmatur  nzzzO^  liae  ambae  Jtequationes 

tta  /9d»\  /ddz\  2m  /dz\  ^^  _       ^. 

w  (a?)  —  CftT»)  —  T  fe)  =  o>  «t 

(dds\  _        hb  /ddz\     j     2ift  /d*\   _       ^ 

sunt  integrabiles,  quoties  7n  fuerit  numerus  integer,  iideoque  2m  nu- 
merus  par. 

Corollarium      2* 

33  5.  En  ergo  aequationes  ob  siraplicltatera  notatu  «dignas, 
«X  tribus  tantum  terminis  constantes ,  quae  infinitis  casrbus  integra- 
tionem  admittunt.  Integrale  autem  quovis  casu  facile  czhibetur  ex 
)•   32^,  ^i  modo  ibi  loco  -x  et  y  acribatur  i  et  u. 

€  a  s  u  8      2. 

336.     3it  TJ^ixzzzax^  et  (P^:y—b,  «:it 
v::x  —  ~^ax^+'  et  tp^j/=:bt/, 

tum  vero 

TT^.-a?— jULO.i?'"""  et  (P^zyziO. 
Unde  forma  prior  provenit 

bb\0tfj     aax^A^x'')  aax^^-^'     \dxj     aax^^^''^      ' 

quae  reducitur  ad  formam  supra  resolutam  poncndo 

Posterior  vero  forma   flt 

xrujus  reductio  absolritur  ponendo 


•• 
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22S  CAPUT    ;IV. 

Haeque  ambae  aequatione&   kitegratioaem    adnuttuiU^    qvioties;    fuerlt 
n-im^i)  (jn — i— -1). 

Coroltarium      1« 

337«     £x  priori  forma  casus   maxime   notabiris   exlstit^  si  ea-^ 
piatur  112  3-^,  ct  n-O,  tum  enim  erit 

quae  est  integrabiiis,  quoties   -^   fuerit    ztumerua    iateger    m    sive 
posLtivus  sive  negatiyus^ 

Corotlarium     2* 

338.     Vel  cum  sit  p.  =^  j^^>  *^acc  aequatio 

W^  ^a^a;  —  K^h  seu  (g^^;  —  ^x         (^^^^ 

erit  integrabilis^  quoties  m  fuerit  numerus  integer  sive  positivus^  sire 
negativusy  reductio   autem  fit  ponendo 


-r 


C  a  8  u  8      3. 

33^.      Sit  7r^*a;z=:aa;«'  et  <^:y=zby*,  erit 
9r:a?— ^ao.'*-*-'  ct  $:yi:z^^  6|/*+%. 
tttm  Tero 

•7r^'':a?z:r|xaa:'»-»  et  (^''''^j/zrvi^'-^ 
Hinc  prLor  forma  resultat 
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6bu^\dyO        aax^^K^xV        bby^^S^/ 

.  |UL — 2/n|uL — 27n  /SzN w(jm.-i- 1 )'     

aax»Mr»-~  \fx}       000»'*+.»^  * 

qnae  rectucitur  ponendo 

Posterico'  yero  fortna  evadit 

4 ti.— /"^^^ -t-.^i2' X  —  l^ 

aaa;»MH-«  ^^^3;^  ^  6&z^»»+a       —    " 

ettjn»  redoctio  fit  hac  substitutione 

i  =  ^,^^^'  +  ^,by^^^  et 

Vel  cnm  hie  tantum  ratio  mter    a    et  5    m    computmn    ingredlatur, 
pro  priori  poni  poterit 

—  jo.        n^g^y^^j^y  et 

ut  fiat  t-^uzz::  a?'^',  quo  expressio  integralis  fiat  simpIicMHr» 

Corollartum      I. 

340.     Si  ponatur  in  forma  priori  |uiiii  — ^  minuetur  ea  uno 
ierminoy  fietque 
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i»^-i 


a 


«        «rr:  0. 


(2m — ifaa 


Statnatur  nznb,  <t  capiatur  quoque  y  z=:  ^^,y  «t  prodeat 

n  "~ 


aj3m— I  2  —  0. 


(_am— i}* 

C  or  o  11  a  rium     2. 
341.      Sumatur    porro    in    priori    forma    v  iiz  jjl  ,     «t    fiat 
jji.  —  2/wjui,  —  2m  —  —  jx,  seu  m  —  -^,  ut  prodeat 

7       ^iax^i^^dxy       bby^v-^'\dyj 


bby^\'\dy' 


V-       /dz\       n(iL^ir  ^  _  ^^ 


aax'>^-^'  \dxj        aax"^* 
'quae  Integrabills  cxistit,  quoties  fuerit 

S  cTi  olj  on. 
3  42.     Larglsslma  ^rgo  iiinc    nobis  ^ppeditatur    copia  ^equa-* 
Honum  satis  «concinnarum  ,    quas  ope    methodi  hic  traditae  integiare 
ticet%      Atque  hic  imprimis  duo  casus  <:onspiciuntur,  quorum  ^alter 
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pro  mota  cordarum  inaequali  crassitie  praeditarom  detanainttukr  «it 
inyentUB,  alter  autem  hac  aequatione 

bb  \dy/  VdxM  l^   \di)  O 

contentus  ideo  est  memorabitis»  quod  in  analjrsi  pro  8oni  propaga« 
tione  instituta  ad  tatem  formam  pervenitur.  Hae  igitur  binae  ae- 
qnationes  prae  caeteris  merentur  ^  ut  pro  casibua  integrabilitatia  in* 
tegralia  exhibeamus. 

Problema     64. 
343.      Proposita  aequatione  diflerentiali 

casibus  quibus  m  est  numerus  integer  slve  positivus  sive  negativus^ 
ejus  integrale  completum  enhibere» 

S  o  I  u  t  i  0. 

Facta  substitutione  *zz:|ar4-— j^etu=:ja:— ^  y,     aequatio^ 
nostra  hanc  induit  formam 

/dd7s\ m^   yd%\  ^^     m     ,d7S\  _ 

Udtt/  '^  t+tt  \dt)  '^  fips  \di)  —  ^» 
Cum  igitur  sit  t  -i^uzr.Xy  si  ponamus 

€  =:  x'  (^:^^  +  F'5':5^), 
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otsus  idtegralHles  ka  tt  babebwnt,  primo  ni^advt 
«i  m  ==  0 ;     zzz:% 
«im=— 1;  a=9(-i^, 

8i^=-3;  z=:S(-|©-^^-l,e-5i^©, 
..im=^;  z=S(-|©^4e-4«©-H,-;be 

Tum  Tcro  pro  Taloribus  positivis  ipsius  m 

«i  m  =z  1 ;  xzrrSt, 

si  mzz:  2;  it?3^=:S(-iS3,   • 

«imi=3;  a;5z~2(— f58+p€, 

si  m  -  4;  ar'zzz:S(-^^/^e-dr4^, 

8i  m  =  5  ;  ^•5zzr:S(H®-H3-^^S-5:l-,S)+5:^e.-5«, 

sim=6;  x»z=:S(^t8^^€-,-^,©^^V,«-~^5.  etc. 
Cui  ergo  expre^sioni  casu  m  zz:  —  i  aequatur  valor  s,   eiUem    aeqiia- 
lur  casu  m  —  £  -|-  l    valor  ipsius  x^^^z. 

S  c  h  o  i  i  o  n. 

3  4-4.  Valores  ipsarum  t  et  u  Ita  hic  assumsi ,  \xt  fiem 
f  +  w  m  a: ,  atque  eosdem  valores  quoqu^  in  functionibus  adhiberi 
oportet,  Etsi  enim  f:^^^—  etiara  est  functio  ipsius  ax-^by  ^  ta- 
men  functiones  per  difFerentiationem  inde  derivatae  discrepant. 
Namquc  «i  ponamus 
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erit  diflferentiando 

Qnde  erit 

neque  er^o  hae  functiones    differentiales    sunt  aequ^Jes  «tiamsi  prin- 
cipales  assamtae   sint  aequales,  simili  modo   erit  • 

F :  ^^  -  4aa(p'':  (ax-  -h  by\  ^t 

r";  ^^  =z  8a3cp-^;  (ax  -^  ^^),  «tc 
et  ita  p(UTo. 


P  r  obl  em  a      55» 
345.     Proposita  aequatione  differentiali 

casibus  quibus  m  est  nuraerus   inte^er  Birc  positirus  siye  negativoSi 
integrale  •completum  exhibere.- 

S  0  1  u  t  i  o. 
Introductis  novis  variabilibus  t  ei  ii,  ita  tit  sit 

aequatio  nostra  hanc   induit  formam 
ubi  est 


Posito  igitur 

$(  —  f :  i  -h  F  :  H,  <B  =  x'"^"^(f :  /  -f-  r :  u), 
Vol.   III.  30 
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€  =:  o:*'"-'  (f^^  :  «  -H  F^v :  m),  ^-  z=  a:*«-'  (f^:i-+-F^:iO,etc. 

pcrcurramus  primo  casus  ,    quibus  m   a  cjphra    per  numeros  nega- 
tivos  decrescit. 


I.      Si  m  n:  0,  aequationis 


z  =  f  :   (|a;    -h  ^-y)  -h  F:  f^a:  -  ^^  y). 

II.  Si  m  rz  —  1,   ob 

<  =  1^5  +  A  y  et  a   =:  i  a;5  —  ^  y, 
erit  aequationis 

1 

z  =  f  :  <  +  F  :  u   —   4^'^  (f  :  i  +  F^  :   M). 

III.  Si   771  =:  —  2,   ob 

<zz:JxT+  —  y  tt  u  zzz  ix^   —  — ^V» 

2  *       loa    *^  *  lua    ^* 

crit   aequationis 

8 
<dv=>  —  i^  ^    <ax»)  Jntegrale 


/  f  •  /  _t_  P'  •  ly^  _L_ 

4-4 


IV.      Si   m  z=  —  3,   ob 

1  T 
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erit  aequationis 

12 

<^>  =  M^     (fo>  integrale 

X  I 

6.5.4 

▼.      Si  m  m  —  4,   ob 

i=:|a^+.*   j/  et  u  —  lx^  —  .^  y, 

i8a  i^a 

erit   aequationis 

^Bdz^  —  ^  a;9(^9*)  intcgrale 
dy^  aa  dx*  ^ 

z-f:if-i-F:M  — Jx^Cf  :f-4-F^:u)-H-^  x^Cf^^it-hF^^iu) 

»  8.7 

—  ^a9(r/:£-+.F'^'':M)-H_'_a:^(f^'^:£H-FiV:u), 

«•7  6  8.7,6.5 

et  ita  porro. 

Pro  altero  vero  casu  ubi  m   habet  yalores  positivos,  integralia 
sequcnti  modo   exprimcntur 

I.      Si  s\im=zi,  scviilp=z*^^x^if^l\ 

ob  £  =1^  .r— >  —  i.  y  €t  u  —  I  ^-'  -f-  -  y, 

a^  aa 

erit    inlegrale 

X-'  s  —  f :  f  -!-  F :  w,  seu  s  rz  a?  (f :  t  -4-  F: «). 

jr.     Si  sit  m  -  2,  seu  (^^^)  =  *4  x'  (g), 

-      I  i 

ob   t  —^x    ^  —  A  y  ct  u  —  i  .r    '^  -4-  1  r/, 
cril   iategrale 

^    c  — :r(f:f -^F:w)  —  5a'^(f:f  ^-F^:a). 


•• 
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III.     Si  8it  m  =  3,  seu  (^^)  —  ^J  J i^X 


erit  integrale 

«  I 

—     ^  *  4.3 

IV.      Si  sit  m  iz:  4,  seu  ^fp=:  L^  x^'  (|^)^ 

ob  «mja?^^— J-y  et  m  =:  |  a?~* -h  J- y, 

•*  14«  «4* 

erit  iutegrale 

6  $ 

a=:x(f:£-HF:u)— |x^(r:£-f-F":w)+  /  a^^^r^^-hF^-u) 
—  _!_  cc^  (f ^' : <  4-  F^':  u). 

6  54 

Y.     Si  sit  m=  5,  seu  (|??)  =  ^aj^»   (99») 

ob  tzizlx'^^  ^.  y  et  u  —  ix^^  +  ^y„ 
erlt  integrale 


//. 


i^) 


6  5 

~  jL  o;'  (r^ :  «^  F^^^:  u)  +  ^J_  a'  (f*^:  t-^  F^^:  j^).  etc. 

&.7.6  *    6.7.BS 

unde  lex,    q-ua  has  expressiones  utterlus  continuare  fioet»  per  se   est 
xnanifesta. 

Sc  h  0  1  i  o  n      I. 

346.      Casus  istt  integrabilitatis     congruunt    cum    iis ,    qui    in 
tequatione  Riccatiana  dicta  deprchenduntur^  novimus  scilicet  aequa^ 
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tionem  hanc 

intcgrari  posse  quolics  m  est  numerus  integcr  sive  positivus  sirc 
negativus.  Haec  autem  aequatio  baud  levi  vinculo  cum  nostra 
forma  est  connexa ,  quod  ita  ostendi  potest.  Proposita  forma 
generati 

pro  integralibus  particularibus  inveniendis  statuatur  zzzze^yv^  ut  P 
sit   functio   ipsius  x  tantum,   erit 

tum  vero  (^)~aac^^i;;  undc  prodit  haec  acquatio  aauzi:-g^; 
in  qua  si  porro  statuatur  v  ~  eJf^^^  oritur 

ac  81  X  ~  A:»*"*"™',  ut  in  nostro  casu,  hacc  acquatio  sit 

dp  -f-  ppdx  zi:  aa;*^~"'  dx. 
Haud  temere  igitur  evenirc  putandum  cst ,  quod  utraquc  acquatio 
iisdem  casibus  integrationem  admittat.  Intcrim  tamen  notatu  dignum 
occurit ,  quod  casus  m  n  oo  ,  qui  in  forma  Riccatiana  fit  facillimua» 
idem  in  nostra  acquatione  ncutiquam  integrationem  admittat.  Ha* 
betur  quippe   haec   aequatio 

cujus  reductio  modo  supra  §.  330.   adhlbito  non  succedit.      Nam  ob 
Q— ^,  R=:0,  SznO  ct  T^O, 

pro  novia  variabilibus  ponitur  '' 

t  —fp  (aa;  +  ^*^)  ct  u—fq  (^x  —  ?fi^; 


Digitized  by 


Google 


236  CAPUT     IV. 

unde  ob  M  3i  5^  —  N,  oritur  haec  aequatio 

aa 

/99»  ^ L  (^^) L  r^^N  —  Q 

^uae  sumendo 

/izz:'   et  q  —  1, 

ut  sit 

t—  ix^^y  et  w  =z  /o:'  —  ?y, 

a  m 

transit  in 

/^\  I  (^) I  /9?\  —  Q 

\dtdJ         A^Bty         4  \dJ  —  ^ 

cujus   inlegratio   haud   perSpicitur. 

Schollon      3. 

3  4  7,  Aequf^fionis  autem  (v?)  ~  .ro:  (^^^)  intcgralia  partlcu- 
laria  infiniia  exliibere  licet,  in  hac  forma  z  zn  kx^  e">  contenta. 
Cum   enim   hinc  «it 

(|^)  ==:  |ULA.r^  cM-:y  et  (||)  zr  XAo;^^*  fi'^^,  erit 

\k\xhx^  e^y —  X  (X— f)  Ao;'^  e^^^,   idcoque 
[i.  zn  |/X  (X— •!),     unde   ex   qiiovis   numero   pro   X   assurato   binl   ra- 
lorcs   pro  |x   oriiintur,   ita   ut   habeatur 

z  —  A.r^  e>>'^C^-'}  ^  Br^  e-:)'^''^^^^-'), 
ct  -hujusmodi  membrorum    numerus     vuiando    X    in     infinitum    raultl- 
plicari   potest         Interim   tamen   singuL^    hacc   membra   adhuc   genera- 
ruM-a    reddi   possunt.      Posito   cnim   zznx^cy-yv^    vkleamus   an   v  ne- 
ccssario   consians   csse    (!c!)cat:   -hiuc    aiuem    fit 

(^~)    —  ^^x^  c^^-y  V  -4-  x^  c^^y  {^^^)    et 

if^)   =   Xx^"'  e'^y  V -^  x^  ef^y   (^p, 
ideoque   nostra   acquaiio  praebtjt  pcr  x^  e^y  divisa 
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CAPUT     IV.  239 


Statuatur  ut  anle  jx/x  =:  X  (X —  1 ),  sitque  v  •==.  alx  -^  p^, 
erit 

2j3jui.r:2aX  —  a,  seu  «  -    »>t    -  ,yx(x-0.     . 

unde   cuju«quc  membri  ex  numero  X   nati   forma  erit 

f  e^yXCX  - 1)  (^  _j_  a>a(X-.)  /^  _^  aX-i  y) 

(  »  "»^^ 

QuoTnodocunque  igitur  non  solum  exponens  X  sed  etiam  quantitates 
A,  91,  B,  33  rarientur ,  infinita  hujusmodi  membra  formari  possunt, 
quae  omnia  junctira  sumta  valorem  completum  functionis  z  pracbere 
sunt  censenda.  Quin  etiam  pro  X  imaginaria  assumi  possunt^  po- 
sito  enim 

X  —  a-t-6/ —  1    fit  iK^p  -\-qY  —  1, 
exi&tente 

pp  —  qq  ziaa  —  a  ^bb  et 

pp  -\-  qqziy   iaa  -h  bb)   (aa  —  2a  -h  1  -f^  bby^ 
tum  vero  est 

x^  nz  a^   (cos,  "blx  -f-  y/ —  1  .  sin.  blx)  et 
e^y  —  efy  (cos.  qy  ^  Y—  1  .  sin.  qy\ 
unde   colHgitur  forma   realis 

^Acos.(6/j:-4-^j/)-+-B  {2plx-\'  (2a—  i)y]  cos. (blx-^-qyy 
_    a^py)  —B(2qlx^2by)sin.iblx^qy) 

""  ^9(sin.  (blx-^qyy-i-fd  [2plx-^(2a—  i)y]  sin.  (blx-^qy^l 

\  H-  S3  (  2qlx  4-  2  6y )  cos.  (blx  -h  <jf j/) 

ubi   quantitates  a  et  6    pro  lubitu  assumere  licet,  unde  simul  p  ct  qr 
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definiuntun     Quodsi  hic  litteras   b  ct  q   ut  datas    spectemus,    binac 
rcliquae  a  et  /7  ex  iis  ita  determinentur,  ut  sit 

2a— 1  —9/ (--1^-4)  et  p  —  l^i^2^^^j,^^ 

liic  ergo  necesse   est  sit  qq^bb  et  ^7<^66-4-J,    seu  qq  inter  hos 
«rctos    limites    bb  et  i6  -f-  ^  contineri    debet ;    staluatur    q  :zz  c  et 

_'  ,  =  4(1  -h^),  seu  cc  ^bb  —  _J , 

ntque    2a  —  1  =:  2cf  t\  p  —  bf^ 
ex   quo  forma   integralium   particulariura  erit 

!A  cos  (blx-^-  cy)  h-  2  Bf(bfx  -4-  ^ry)  cos.  (6/a:  4-ry ) \ 
—  2B(cLv^by)$\n.(blx-^cy)  / 
?lsin,(  Wor-h  cy) -H  2©/(Z>/a: -^  cy)  sin.  (i^/:t -^-cy))' 
H-  233  (^/^  H-  62/)  ^s.  {blx  -h  cj/)) 
<juae  posito  breutatis    gratia    angulo    blx^cyzizCP    transformaiur 
in   hanc 

^       ^        Ucos.  ((/)^a) -^B/(Wa7-4-cy)sin.(Cf)^P)) 
z-x^^'^  ^  t^^^X  H-  B  ijclx  H-  *2/)  cos.  (Cp  -4-  p  J  ' 

ubi  quantitatcs  6,  c,   A,   B,   a,  ^   ab  arbitrio   nostro   pcndenL 


S  ch  0  1  i  o  n      3. 
343.      Resolutix)  ergo   aequationis 

ita   institm   potest,  ut    fingatur 

ZZZLX^  e^y   (mlx  -f.  ny\ 
uude    fit 

(|?)  =  X:r.^    '  6^^:)'   (m/.T  -f-  wy)  -+-  ma:^-'  eW'  et 
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hincque  ulteritts  tlifrerentiandio 

i%l)  =  x^-^  ei^yim  (2X~  I)  -+-  X  <X~i) m/jc  a^  X(X-  l)ny]  « 
(j^a)  zr  rt^  €W  (2[jin  -h  pifxmij;  -+-  ^^p-wy)- 

E«r  quo  calligitur  prirno  |X=:}/X<X—  1)^    deinde  \ 

2«/X(X  — •  i)  =  m  (2X  —  i), 

ttt  ast 

m    _    oV\  vX  —  i) 

"~    ZZZ     r > 

n  dK  —  1 

sicque  cadem  prodit  integratio  quam  modo  aate  dedimus* 


voi.  in.  Sl 
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CAPUT    V. 

TRANSFORMATIO   SINGULARIS    EARUNDEM    AEaUATIONUM. 


Probtema      56, 
349> 


Proposita  hac  aequatione 

m  qua   P»  Q>  R    sint  functionea  ipsiua  o?   tantum ,    cam  ope  sub- 


&^^C>  -^Q^P  -^^^^ 


\Q,  R    8i 

stitutionia 


2  =  M  (|J)  4-  Nr,        . 
labi   quoque   sint  M   et   N     functiones    ipsiua  x-   tantum,    in   aliam 
ejusdem  fovmae  transmutare  ut  prodeat 

existentibus  F»  G»  H  functionibua  solius  x. 

S  o  t  u  1 1  o.   . 

Quia   quantitates  M  et  N   ab  y  «unt  imraunes»    erit 
(|>  =  M0  4.N(|f.). 
quae   forma   per   aequationem,    quam   tandem   resultare   assumimu», 

-H  MG  4-  MH  -f~  Wli 

-H  NF  -+-  NG. 

Deinde  Tcro  pro  altero   aequationia  propositae  membro  nostra  sub- 
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S4S 


stilutio  praebet 


<Z>  = 


1V1     ^*^')   _l_  ^"  /-^"^ 


hincque   porro 


C'  =  M  Cl)  +  (f    +  N,  (™> 


dn 


^d^jVs. 


(3^^  _j_ 


ddn 


Cum   nunc  sit  per  Tijpodiesin 


.335, 


c;) 


P(|-5)  +  Q(|i)  -^-/R^ 


si  hic  Trdores  modo  inventi  substituantur -,  singulaquc  merabra 
(dx^)'  (dx^)'  (dx)-^^  ^  seorsim  ad  nihilum  redi^antur,  qualuor  «e- 
quentes  aequatimjes  orientur,    scilicct 


colligitur  4iequatio 
-MF  cz:  MP 


N)  P  -4-  MQ 


"3x 


sdN. 


*N«=rjp-(f.>Q+MK, 


cx    qiwbus    ■commorlissime    pTrmo    quaeruntur    P,  Q  et    R.      Vcrum 
prima  dat  statjm  P  ~  k\  «nde  «eennda  fit  '  '      . 

siel"""    n~  >   —  Q- 
Ex   blnis  ultiinis  ««tem   eiinjlnando   R   coHigitur 


d/ 


ct  iilum   valorem   pro   Q   substituendo 


(        dx h   Nx\)Q. 


dx 


•• 
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^ ftvm         KK90    i    (K9^—  MMW)  ^    »    %VrdK 

«  =  -a, 8i~  +  '*^5 *^+    d^ 

,     NdM  — NdR^     ,     (NdM  —  Mdlt)  ;v^     .     NW3r 

H a-i — ^"T dx»  ~  ^*-*--iF 

aFaM(N3M— Ma«)  sNN FdM 

qnae  aequatlo  per  ^    mattipficata    commode    mtegrabllis   reddlmr, 
iayemtttrque  integraTe 

*- "  —  M  "  ^       MMjae       '  ^  M  M 

Quod  «  ergo  tnreTitatla  gi  atia  ponamvis  N  =:  Mf ,    eril 
C  =  H  —  G«  -  F  ^  -+-  Fw ,    seu 

-mm 

Sire  jam  binc  definiatur  qnaDtitas  ^  =:  ^^ ,  sive  una  funetionnm  F, 
G  et  H,  pro  ipsa  aequatione  proposita  litterae  P,  Q  et  R»  ita  de- 
terminabuntur ,    ut  sit 

I.     P  =  F 

II.     G==G-4-g-  g^. 
et  ex  vltima  aeqnfttioire  derivatur 

r% tj     \_  MdH         F33W  3N  ^p     ^     9r  ar9W^ 

qui  valor  ob  N  zn  M^  eradit 

T>  TT     t    9H  G*  GdM  _  r33t  r39M 

"^rdx         i*«  Max         fdx»  Mdx» 

I  fiFdM^ »ds araM 

et  CQm  aequatio  inrenta  ,    tt  dlfferentietur ,    det 

Fddr dFdi 

dx  dx 


0  =:aH  ~  ca^  ~  ^ac  -  ^"  -  ^^-f.  2F^#4-«aF» 


obtinebimus 


aFdM^  sdF  aFSM 

»    HMdx*  d«  Md«»  * 
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vnde  si  aeqiTatio 


(^)  =  F  (|^)  4-  G  (f^)   ^  Hi, 
resotutlonem   admittat,    etiam  resolntio  suecedet  hujiis  aeqttatlonis 

eum  slt 

s  =  M  (|^)   -t-  Ny  =  M  [51;  -}-  (^)] . 

CoroIIarium      1. 

350.     Si  ponatur  Min  i,  ut  fiat  z  — w  -+-(55)»  «^'t 
PrzF,  QzroVg,  et  R=:H-f.  g^  ^-^^. 
neque    hoc    modo    usus    istius    reduetioQis    restringitur ;    quoniam  si 
deinceps  toeo  z  ponatur  M  z ,     etiam  aequaiionis  hinc  ortae  resolu* 
tio  est  in  promtu» 

Corollarium     2» 
351«      Quoties  ergo  aequationis 

resolutio  est  in  potestate  ,    toties   etiam  hujus  aequattonis 

(d^a)  — .  F  (^O  •+-  (G  -+-  3-)  (^)  ^  (H  -+<  ^ 3j— )  « 

resolutio  succedit ,    si  modo  capiatur  s  ex  hac  aequatione 
T^s  -+.  G^da?  —  Fssdx  +  (C  —  H)  ^x  zn  0  , 

tum  enim  erit  z  m  w  4-  (g^) .     Sunt  autem  litterae  F,  G,  H  func* 
tiones  ipsius  x  tantum» 

S  c  h  o  I  i  o  tt* 

352*     Haec  reductio   methodum    maxime    naturalem   suppedi- 
tarc  Tidetiir   ejusmodi  integrationes   perficiendi^    quac  simul  functio- 
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num  difFcrentialia  Involvunl.  Si  enim  aequationis  pro  v  datae  in- 
tegrale   sit    v  ~  (p  :  £  ,    existente   t    functione  ipsarum   x  «t  t/ ,    ob 

«t  aequationis  inde   derivatae  pro   z  habebimus  integrale 

z  =z  s(p  :  f   -^  (li)^''--'- 
Deinde   si   fuerit   generalius    v  m  wCj)  :  t ,     fiet 

z   =   su(^  :  t   -h  (^p  0   :   f   4-  u  (5^)  0'  :   f , 

unde  ratio  perspicitur  ad  ejusmodi  aequationes  perveniendi,  quarum 
integralia  praeter  functionem  (J) :  f  etiam  functiones  efX  ejus  differcn- 
tiatione  natas  Cj)^:  f,  atque  adeo  etiam  sequentcs  ^'"^it,  (})''''':/,  etc, 
complectantnr.  QTraraobrem  Dperae  pretium  erit  hanc  jreductioncm 
accuratius   cvolvere, 

Problema      5  7. 
3  53       Concessa  resolutione  hujus  «equationis 

O  =  O  -^  l  (^  ^  ^''^ 

invenTe    alifim    aequation«m  liujus   foi-mae 

C^  =  p  C)  +  Q  (j-:)  +  «^- 

pro  <jua  slt 

S  (>  1  u  1 1  o. 

Facta  ^oniparatlone  cum    praecedente   problemat^   habemns 
F  zz   1  ,     G   ~   -      et    H   —    ^  , 

«nde  quantitatem  >y  ex  hac  nequaticne  ^efiniri  «portet 

a,  4-.  *p  _  ^,^^  .4_  (/  _  ^^  ,>  _  0  , 
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qua  inventa  ob  5^  —  ~  ^  ,    aequatio.  quaesita  erit 

5CU  loco  ^.y   valore   inde    subslituto 

0=(S)+°(S)+(v-— +^-3«)=. 

pra  qua   est 

I.      Ponamus  primo  quantTtatem  constantem  y  —  0  ,  ut  sit 
cnjus  integrale  particulare  est  Azr-,    existente 

X 

—  a-f-ma  — aa—n— 0,   seu   aa--(;« — t)<i-4-n=:0^ 
ex  quo  ob  -gi  m  ^ ,    oritur  haec  aequatio 

0  =  (.?)+T(a^  +  ^^^S^». 
pro  qua  est 


seu   eictusa   n  =  «  (m  _  1  _  a)  ,    «   constet  rewluUo  huju»  «e- 

quationis  "* 

(gS  =  O  +  H^  4- "  <•- — '  > . 

pra  hac 

0= 'k5  -h-:  (^D+'^.i^.. 


erit. 


zz=|-t;-h 


« 


IL     Maneat  /=r  0  ,  et  quaeramus  pro  ^  Talorm  completum 
ponendo  *  =  J-|-  i. ,    fietque  ol> 
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qaw  per  «•«-'»  multiplicata  ct  integrata  praebet 


<rx*~'*  a? 


2a  —  m  -^  i  2<t  —  «i  -+-  1 

hincque 

«  ^ : — ;r=r7«~zr; rr —  —  T  "^ 


a;(ca;*»-»*  — *  —  i)  «        a;  (<:x*-»«~' —  I 

unde  fit 

ds —a      (m  --  2a  —  i )  (m  —  2a)  (m  —  2a  —  1 )' 

a^        ir^  "^      ora;  (ca,«-*«-*  —  1)      "*"  a?a:  (ca™-"-*  —  l/  ' 

Hic  praecipue  notetnr  casns  e  ~  0  ,    quo  fit 

*    —     ~—     «*     *i    — i^ ' 

ita  ut  data  aeqaatione 

pro   liac   a^quatlont! 

fuCuium  611 

m  —  a —  i         ,     /iv. 

^  — — — «^-^(j^i)' 

Pro  generali  autem  valore  sit  m  — '  2a  -—  1  zi:  |3,  ut  liabeatur  . 

s  —  -     — g et 

ic  a?  »,c .  P  —  l ) 

ds^  __  --_a  f3  (|3  -^  i )        ^^  ^ 

<^a?  xa?  j.a;(cxP  —  1)   "^   a:a'  (ca?*^  —  1)' 

«mde  si  detur  hacd  aequatio 

(d7«>  —  (di»>  -I i  - —  ^ai^  H -^ —  ^  * 
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ejus   ope  rcsolvetur  haec 

(: 


ayv  —  WJ  "^  ^         \dlcj 


—  9 


cum  sit 


z 


-  (*  ""  ^^rrn)  ^  +  (al)- 


III.      Rationem    quoque    babeamus    constantis  /*,    ponamusquc 
J^  —  ii  »    ut  facto  n  n:  a  (m  —  l  —  a)  habeamus 

d,      msdx-                -s                 a  (  m  —  I  —  a)  3x       .      3x 
s   -i-  — ssdx i j-^p-i f-  l^  —    0  , 

quae  posito  s=z--^~    abit  in 

dt    —    (m-aa)fax   Ji      ^:^   —    tt   dx. 
X  »      "^  aa 

Sit  m  —  2a  — y,    ut  aequatio  data  sit 

et  inventa  quantitate  $  prodeat  haec  aequatio 

/d^z\ fddv\     ,     aa  +  ^  fdz-^     ,     /aa  —  3a -f- a^  —  7  295. 

(dy)  — W^'  "*-— ^  W  +  C ^;; ~.a^)«, 

seu 

pro  qua  est 

-  =  a +  !)>'  +  ©.. 

ubi  totum  negotium   ad  invcntionem  qusmtitatis  t  redit  ex  aequatione 

■    9(_^|f  +  3,  =  £^a,. 


Hunc  in  finem  statuatur  tziza  —  -^ ,     ac  reperilur 
Vol.  III.  "  ""  3  2 
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dx»  xdx  adx    "^    ax  ' 

cujus   duplex  resolutio  datur  ,  altera  ponendo 

u  zz  A  4-  Bo:  -+-  C:z?^  +  Dx^  4-  Ex^  +  Yx^  4-  ctc. 
existente 

« 7A      p — (7^^)B      ^ —  Cv-4)c      p (v-g)P^    etc 

^ 7~tf'     ^ a(7^rOi'    ^ 3(7^^'    ^ 4C7-3)a'    ^^^' 

altera  vero  ponendo 

u=:Axy  +  '^Bxy  +  ^  ^Cx^+^  ^Dx^  +  ^^^Ex^^  +  ^^  etc. 
ubi 

j^ (7+a)A    p Jy_±A\t    -n (y+^)<^' 

quarum  illa  abrumpitur,  si  sit  y  numerus^  integer  par  positivuSv  baec 
vero  si  negativus.  Qui  valores  etsi  sunt  particulares,  tamen  supra 
jam  ostendimus,  quomodo  inde  valores  completi  sint  eliciendi. 

Coroliarium    1. 
354.      Supra   autem  vidimus,    (§.  333.)   hanc    aequationem 

(ddvK  ^^^  fddv\     y      a  m  /9v\     t     (m-hi)  (m—i—  t) 

esse  integrabilem,  si  sit  i  numerus  integer  quicunque^  unde  colligi- 
mlus  hanc  aequationem 

fd9v\  /ddv\     i     ^  f^"^     \     g  (m— '  i  —  tt) 

\dy^) ^dxV    T-  ^  KYx)     i  XX  ^ 

integrationem  admittere ,  quoties  fuerit  vcl  a  n:  |  m  -f-  ^  vel 
azzz^m  —  i  —  1,  seu  m  —  2 a  numerus  integer  par  sive  positivus 
sivc  negativus ,  qui  casus  ob  m  —  2azzzy  cum  casibus  integrabi- 
litatis»  pro    vaiore  generaii  ipsius  s  inveniendo,  congruunt. 
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C  0  r  o  1 1  a  r  iu  m      2. 

355.  Quando  autcm  cx  hac  aequatione  functionem  v  defi- 
nire  licet ,  tum  etiam  hae  duae  sequentes  aequationes  illi  similes 
resoivi  poterunt 

^ddz\    fddz\      ^      m^    fdz\      i^    (a  -h  g)  (m  —  a  —  i) 

cum  pro  illa  sit 
pro  hac  vero 

-  =  —1--" +  (!=)• 

Corollarium      3. 

35  6.  Praeterea  vero  etiam  aequationes  alius  generis ,  ub 
postremus  terminus  non  cst  formac  ^z,  resolvi  possunt,  qui  in- 
veniuntur,  si  quantitatis  s  valor  generalius  investigatur ,  atque  adeo 
constantis  /*  ratio  habetur. 

Exemp  ium      1. 
35  7.^  Proposita  aequaUone  (|p)=(|§),    pro  qua  est 

invenire  aequationes  magis  compHcatas  ^  quae  hujus  ope 
integrari  queant, 

Cum   hic    sit   F  — 1,    GzzO    et    H  zi:  0,    resolvatur    haec 
aequatjo 

ds  —  ssdx  -4-  C^ir  nr  0  , 
et  hujus  aequationis 

(ddz\    _    /99  g\  Q,ds 


«• 
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integrale  erit 

Sumta   autem  prirao  constante   C  —  0  ,    &t  ^  z:zd^  et  —  —  c  ~  x 

seu  ^  nz  ^-3—  ,   atque  ^  in:  /c^x'^ »  ^^'   quidem   sine  ulla  restrictio- 
ne  poni  potest  c  —  0  ,    ut  hujus  acquationis 

integrale  sit 

z  rz  —  -i-  [tt  !  (a7-+-t/)  -h  Cj)  :  (^— y)]  -hTr^:  (x^  y)^  (^:(^v—y). 
Sit  deinde  C  nz:  ^cf,    et  ob  ds—dx(ss  —  aa)  fiet 
^  =  Ta  ^  TTl^    hincque 

9r    4Aaoe»g^ 

d*    (i  — Ae»flx)^' 

et  aequationes 
integrale  est 

Sit  tandem  C  —  —  aa ,    et  ob  ^^  iz:  ^x  (aa  4*  ss)   fit 
aa:   4-  6  —  Ang.  tang.  ~i 

hincque 

5  =  a  tang.  (ax  ^  b)    et   |^  ~  7^sr(^^-' 
quocirca  hujus  aequationis 

/Bdz\    f^!^\  ^^^ 
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integrale  est 

^  cos.\ax^b)  '       \dxJ  ' 

Exemplum      2. 
368.      Proposita  aequatione 

c/y/i^    integrale    constat  ^    invenire    alias    ejiis    ope   inte^ 
grabiles. 

Pro  hoc  casu  habemus 

ds    —   ssdx  Hr.  (C   -h  ~)  9x  —    0  , 
qua   resoluta   erit  hujus  aequationis 

O  =  ©  -   ^  (^  +  5)  - 
integrale 

I.    Sit  prirao  C  zz:  0  ,  et  cx  aequatioiie 
ds   —  ssdx  —  —  n:  0 

XX 

fit   particulariter  s  —  ^  vel  *  — —  ~.     Ponatur  crgo  ^  — —  ■h-  — , 
eritque 

dt   -f-  ^  -f-  Bj:  =iz   0  ,    hinc 


X 

I 

3 


^0707  -|-  I  o;'^   ^  I  ^"^* 


2X* 


Ergo  ^ 

3XX       ^»-     ^»    x(a^  — x^) 

ideoque 


5 


3x    ^^    XX    (a^  — x^)* 

unde  hujud  aequationi« 


/^9»\    ^ f^^\  6x(aaM-x') 
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integrale  est 


•2X?     ^.      .      rdv\ 


11.     Sit  C  — /-,  et  posito  5=:~  +  Y    fit 

-V,       ,      2ldx       ,       ^^    ^_    ftdx 
ot    ^ h   O^    T7' 


cc 
cc 


cui  particulariter  satisfacit  f  ~  c  -+•  ^  ,    ut  sit 


cc -H cx  +  aex        .      ds    _,      j^    . i 

cx(c-+.x)         "     d*    "^    «X    ic-hx)*' 


atque  hujus  aequationis 

integrale  fit 

cx^F+ri^y     ^  ■+-  W- 

Ad  integrale  autem  pro  t  completum  inrenienctum  statuatur 


1 


X        i^    u 

fietquc 

d,      2udx      •      3x    __    _  -V  •— cc9tt 

"  +  —  +  Tc  =  0  '    seu    dx  zn  ;::p^ 

hinc  x^^b  —  •^■'(t  -+-2 i?M)  ,    ergo 

c      «^        —  1 

"  =  2c  '    ""^® 

.   .     cc     .  2  c 

^  -  c  +  _  +  rrnrio- ,    et 

^   *=     -1 

a  (&  —  38) 

1  a?  (c      «=       —  1) 


? 


^  —  -^   +  2(b—xy 


X 


^  [(^  +  ^)  ^       ^         -f-  C  —  o:] 


atque 


ax"^xx  —  ftdx  —  tt\^  ^  X         cc/  —  ff  \cx~(e -111)27' 
a  (6  —  x) 

pro  c  '   lcgendo    e      ^ 
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S  c  h  0  li  0  n  . 
35^.      Quoniam  supra  invenimus  hanc  aequationem 

integrationem   admittere,    quippe  qui  casus   oritur  ex  gencrali  forma 
(§.   354.)  sumto  mziiO  ,    erit  problemate  huc  translato 

^s   -   ssdx  -+-  (/  -h  ^^—^)  dx  =z   0, 
hincque    inventa  quantitate  s^    hujus  aequationis 

integrale  erit 


I.  Quod  si  jam  capiamus  /zz:  0  ^  erit  particulariter  s  zz  -^ 
Ycl  s  —  *~^  ,  unde  quidem  aequationis  integrabilis  forma  non 
mutatur.      At  facto  ^  —  -^  -f-  -j-  ^    oritur 

cujus  integrale  est 
ideoque 

et  aequatio  integrabilis  fit 

II.  At  non  rejecto  /  fit  ^  —  -^  -f-  w  ,    fietque 
^      ~  au  -H  '-^'+  Miiao:  =:/aa?, 

quae    ut    in    aequationem   differentialem    secundi    gradus    facile    per 
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seriem  resolubilem  converlatm*,    ponatur 

"  =  //—¥  —  f^r 

et  prodit 

sit  ■^f'=-  o>  et  statuatur 

r  =z  Aa;'+'  -+-  Ba;'+«  -{-  Ca;*  +  '  -+-  Da?»+4  _)_  eic. 
ac  reperitur 

B--iIi:^«A,  Cz^^-gg^B,  D='J'-^?C,  E=:j5^D,  etc. 
quae  abrumpitur  quoties  i  est  numerus  intcger  negativus.  Sin  au- 
lem  statuatur 

r  z=z  Ax-'  4-  Bo?'  -'  4-  Cx^-'  -f-  Dx^^'  +  etc. 
sequens   relatio  nascitur 

B=^A*A,  C=^-^B,  D=:?ftr-^C,  E=:^-^'^,?D,  etc. 
quae   abrumpitur  quoties  i  est  numerus  integer  positivus. 

P  r  o  blem  a      58. 
3  6  0.      Proposita  aequatione 

(ddv\    yddv\  ^aa 

dp)    ^dxV  co8.(ajcH-6)^^' 

cujus  integrale  est 

V  =:  a  tang.  (aa:  +  6)  .  [tt  :  (a?  +  y)  +  (p  :  (ar  —  j/)] 
+  tt'  :  (o:  ^  f/)  ^-  0' :  (o:  —  y)  , 
per    transformationem    hic   traditam    aUas    invenire    aequationes    ejus 
ope  integrabiles. 


S  0  1  u  ti  o. 

Ponamus  br^vitatis  gratia  angulum  ax  -4-  6  zz  0) ,  ut  sit 
Sw  =:  adx,  et  ex  §.  351.  cum  sit  F rz  1  ,  G  zz:  0  ,  H  zz  —--\. 
quaeratur  quantitas  ^  ex  hac  aequatione 
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a,_,,a;,4.(c-f.-iiL^,)ax-o, 

eritque  hujus  aequationis  '  ^ 

integrale 

sziiJt>+(^),  seu 

Totum  ergo  negotium  ad  inventionem  quantitatis  s  reducitur  /  quem 
in  finem  ponamus 

s  —  ct  tang.  0)  —  -;^, 
fietque 

d s        ^      a a ddu      \        3tt*  • 

dx  cos.  w"  "^  udx^     •     tt  tt  d  X*' 

et  facta  substitutione  prodit 

OLOi  ddu      -2a3tt    .^^^      ^^  ^ 

5  -—  —3—5  -f-  — 5 —  tanc.  (0  —  0, 

a  a  sin-  O)'^ 

'  COS.  O)"      ' 

t^  p  ^    ^*^^ 

^  ^  "T"  cos,  w*- 

Jam   ob 

a  a  sin.  co*       .,  a  a_^     ^ 

^"         cos.  oj*     "■"**  cos    w*      '  ' 

sumatur  a  ita   ut   fiat 

—  a  a  -f-  a  a  -f-  2  a  a  rzi  0 , 
Capiatur  ergo   a—  —  a,   ut  sit 

^rz  —  atang.  (0  — ~, 
et   pro  quantitate  u  invenienda  haec  habetur  aequatio 

d  d  u       ^     2  a  du  .  ,  ^ 

«-dT5  -+-  -TdT  **"§•  w  +  n  a  a  —  0 , 

Vor  III.  33 
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posito  C—  —  aa-^  nau 

ob    ox  =  — » 

cujus  resolutio  non  panrra  ardua  vldetur,  inter  complures  autem 
modos  eam  tractandi  hic  ad  institutum  maxime  idoneus  videtur. 
Fingatur 

u  zr  A  cos.  X  w  -4-  B  cos.  (X  -i-  2)  w  -f-  C  cos.  (X  -f-  4)  oj-f-etc. 
eritque 

l^  =  —  X  A  sin.  X  0)  —  (X  -f-  2)  B  sin.  (X  -f-  2)  w 
--  (X  4-  4)  C  sin.  (X  -f-  4)  u  -—  etc. 

Il^  =  —  X  X  A  cos.  X  0)  —  (X  -H  2)'  B  cos.  (X  -|-  2)  w 
—  (X  -+-  4)*  C  cos.  (X  -f-  4)  0)  —  etc. 
et  aequado  hac  forma  repraesentata 

^^^  cos.  a  -f"  ^jj  sin.  u  -f-  2  n  u  cos.  w  =  0  dabit 

0=-XXA  co8.(X- 1  )aj-(X-+-2)*Bco8.(X-i- 1  )(i)-(X-h4)*C  cos.(X-»- 3)(u-etc. 
— XXA  — (X-i-2)2b 

—  2XA  — 2(X-4-2)B  -— 2(X-f-4)C 

-I-2XA  -i-2(X-H2)B 

-^nA  -f-nB  _|_„c 

-+-nA  -i-nB 

unde  X  ita  eapi  oportet  ut  sit 

XX-|-2Xr:rn,  seu  Xzz—  i-4-/(n-f-i), 
duplexque  pro  X  habeatur   valor.      Praeterea   vero   secundus    termi- 
nus    ob    n=XX4-2X   praebet    BzZj^-A,    tertius  vero    com- 
mode  dat  C  =  0 ,  «nde  et  sequentes  omnes  evanescunt. 
Sumamus  n:zzmm  —  s ,  ut  sit 

X  =  —  1 -4- m  et  B  rz  ^:il=^-!?  A ; 
atque  mtegrale  completum  concludi  videtur 
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u  —  Pl  [cos.  (m  —  1)  0)  4-  J^  cos.  (m  -|-  l)  o)] 

+  91  [cos.  (m  +  1)  0)  +  J^±^  cos.  (m  —  l)  co]^ 
sit 

Aiz:(m  +  l)Bet9(=:(m—  l)®, 
fiet 

MZ=:(m-f-  l)(B-f.lB)cos.  (m-  1)  cu  -4-  (m- 1)  (B-hJB)  cos.  (m-t- 1)  ca, 
ubi  cum  binae  constantes  in  unam  coalescant,  hoc  integrale  tan- 
tum  est  partjculare,  ex  quo  autem  deinceps  completum  elici  pote- 
rit.      Cum  ergo  sit 

J^tt_ "*(mm  — Dsin.  (m— l)  ci}^(mm— 1)  8in.(m-hi)a) 

udta  (m-f  l}co8.im— l)u+(m— l)cos.vm-M  u        ^^^t 

l ^3jje   fii  -t-      (mm-^l)  r8in.(m— l)(ri+sin.fm-4-0(«)l 

a  ^         '*'  (m4-l)co8.(m  — Ijw  +  fm  — l}cos.im-*-i;(u' 

pro  aequatione 

aoia  aa  '     co8.0i)'  ' 

ob  C  —  —  (n  -j-  1 )  a  a  —  —  mm  aa. 
Illud  autem  integrale  inventum  ad  hanc  formam  reducitur 
^  =  —  tang.  0)  +^^^"^^^^r/-^^ 

a  o    «*     1    m-htang.mcutang.cu' 

quae  expressio  substituta  illi  aequationi  egregie  satisfacere  depre* 
henditur.  Scribamus  ejus  loco  0,  ac  ponamus  |  zz  ©  +  ^  pro 
integrali  compieto  eliciendo,  prodibitque 

ff3a)  t  tt  '    °'^'^ 

3  *  -H  2  00  0)  -4- 3  («)  =  0. 

£rat  autem  modo  ante 

©zz^zz  — tang.cD— ^.  unde 

/©aa}=:/cos..a)— 7u  et  e^/^^^zz^^, 
qui   est  multjplicator  pro  illa  aequatione,  sicque  fit 

tcos.w*  ^  ydcacos.w* 

liU  *"~  «^  -ttlt  ' 

at  est 

33* 
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u  —  2m  cos.  m  oj  cos.  «  -+-  2  sim  m  co  sin.  co , 
ideoque 

(to  cos.  m  « -+-  sin.  m  (d  tang.  w)*  ""  «^  (m  cos.  m  w  4-  sin.  m  w  tang  w)V' 

cujus  postremi  xnembri  integrale  deprehenditur 

—  m  tang,  m  o)  ^^  tang.  &>  _       —  m8in.ma)4-tang.(Jcos.m(i) 

m(mm  — 1)  (m  +  tang.  m  w  tang.  w)  ~~  m (m  m  —  l)  ^m  cos.  m  w  -H  sin.  m  w  tang.  cu)' 

ita  ut  sit 

t  ■    .      ,  cos.mwfang.w  — msin.mw 

(m  cos.mw  -f-  sin.mw  tang.wj^  "^  m(mm— 1)  (mcos.mw4-sin.mwtang.w)  '   ; 


seu 


1  ^ m(mm— >!)  ^ 

t "" [C(mcos.mw-i-sin.mwtang.w)4-cos. m w tang.  w — m sin. m w  (^m cos  m  w  +  sin.m w tang  w)]^ 

cui  addatur 

0  =z tane.  (0  H (^m->i)sin.mw 

,  .         ^  *     ntcos.mw+sin.mwtang.w^ 

ut  prodeat  ^,  eritque 

i-. tan2.(i}-4-  fmm— OCCsin.mw-f-cos  mw) 

«^  ^'  C(mcos.mw-f-sin.mwtang.w;-|-cos.mwtang.w~  msiii.mw' 

seu 

i fmm— l—fang.w^^fCain.mwH-cos.mw^^mtang.w^Ccos  mw  —  sin.mfa)^ 

a  C(mco8.mw-+-sin.mwtang.a)j-f.cos.mwtang.ammi>iii.mw 

CoroUariiim     1 . 

361.     Hic  praecipue  notandum  est,  hujus   acquationis    . 

39tt      .     2du  .  ,     , 

di;r»  ^-d^  *^"S-  cu  +  On  m  —  1)  u  —  0. 
integrale  p&rticulare  esse 

w  —  m  cos.  m  0}  cos.  co  -4-  sin.  m  co  sin.  oj , 
aliud  vero  integrale  particulare  reperitur  simili  modo 

u  znm  sin.  m  oj  coa.  o)  —  co€.  m  o)  sin.  w , 
unde  concluditur  complctum 

W  1:12  A  (m  cos.  m  cj  cos.  co  -h  sin.  m  o)  sin.  co) 

-+-  B  (m  sin.  m  co  cos.  ct)  —  cos.  m  oj  sin.  o;). 
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Corollarium    2. 

362.      Si  hic  ponalur 

A  ~  C  cos.  a  ct  B  32  —  C  sin,  a, 
hoc  integrale  completum  ad  hanc  formam  redigitur 

uzzzC[m  cos.  (m  o)  •+  a)  cos.  o)  -4-  sin.  (m  ca  -4-  a)  sin.  a)]r 
quod  quidem  ex  integrali  particulari  primum  invento  statim  concludi 
potuisset,  cum  ibi  loco  anguli  m  o)   scribere  liceat  m  co  +  a. 

CoroUarium    3. 

3  63.     Hinc  multo  facilius  reperitur  valor 

g^^  i:  —  C  (m  m  —  1)  sin.  (m  (ij  -+-  a)  cos.  o) ,  erit 

i  --  _  tane,  Ci)  H (wm--lUin.Cmc»)-fa)cos.(o 

•  a  o'  mcoa.  (meu-Haj  co$.cj-hsin«(mcL4-a)  sin.cu' 

hlncque 

9?    ^y     . —  1        ,  (mm— i)rm^co8.to*~sin.(m(jJ4-a)']  _ 

cdw  "^  aadx       '  cos.  w^  "^  Lmcos  (mw-|-a)cos.(o+sin.(mt»)-|-fl)sin  (Oj* ' 

et   aequatio,  cujus  integrationem  invenimus,  erit 

/33  z\  /^_^*\  _      2(mm  —  l)fla  fm^  cos.  (o*  —  sin.  (m  ca  -h  aY) 

\By^/  V  dx^/  [mcos.  (moj-f-a)  cos.co  +  sin.  (mco-f-a)  sin.co}*' 

ejusque  integrale   colligitur 

mgflrm6in.rmco4-tt)sin.(*34-cos  (m(«)+a)cos.(*)]  ^_    /  .A^s/f^.r^       */M 

^  —        mcos.(m(o-fa)cos  cu+8.«.cm(^-Ha)ain  (o  "    iTT  .(,:!: -i-J/;-+-Qp  .  (^ -y;j 
,  rmm— l)flsin.(mct)  +  a^co8.(o  f    /    .        .      v     .    /fv^    ,  m 

+  mcostm(.-^a)cos-:^sin.(m(.-l-a)siau)  l'^  ^  (^  -4-t/)  ^Cj)  :  Cr  -  J/)] 

-f- 7r":(.r -f-y)  +  (j5^': (.2:  — //)], 
existj^nte  u)iz:  a  a:  -4-  6. 

Scholion    1 . 

364.     Omnino  memoratu  digna  est  integratio  hujus  aequa- 
tionis 
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l-J  -H-a^  tang.  w  -f  (mm  -  l)  u  =  o; 
unde  occasionem  cafpo,  hanc  aequationem  generallorem  tractandi 

quam  primum  observo  posito 

^  =  —  (2/-f-  1)  a  (0  tang.  (0  ^-  ~r  ut  sit 

UZZCOS.  CO^'^"^*  l^, 

abirc  in  hanc  formam 

l^ -5^q^t«»g-o.  +  <9  -  2/- 0«=  0, 
ita  ut  si  illa  integrabilis  existat  casu  fz:zn^  integrabilis  quoque  sit 
easu  fzn  —  n — 1.     Jam  pro  illa  aequatione  ponatur 

u  zz  A  sin.  X  0)  -H  B  sin.  (X  -f-  2)  aj  +  C  sin.  (X  -+•  4)  w 
-\-  D  sin.  (X  ■+-  6)  w  -I-  etc. 
et  facta  substitutione  in  aequatione 

-^^  cos.  0)  -[-  -{^  sin.  (I)  ^-  2  ^  u  cos.  ca  ~  0  , 
reperitur 
— XXA8i.(X-l)(d-<X-»-2)2B8i.(X-hl)aj-(X-t-4)2C8i.(X-4-3)w-(X+6)^Dsi.(X-i-6)w 
~2XA/  -XXA  -i\^2f'&  -(X-4-4)*C       * 

-^kg  -^-^Xkf  -+-2(X-h2)B/  -♦-2(Xh-4)C/ 

-2(X-»-2)B/  -2(X-»-4)C/  -2(X-+-6)D/ 

H-A^  -4-Bgr  H-C^ 

-t-B^  -t-Cflr  -»-D^ 

Oportet  ergo  sit  grzz  X  X  -f-  2  X/,   tum   vero  coefBcientes  assumti 
ita  determinantur 

R— .      VA  p^(X-H)y-OB      p.-,(X+2)Cf-g)C        . 

Statuaraus  ergo  gr  zz  m  m  —  //,  ut  fiat  X  n:  m  —  /,   et  aequatio- 
nes  nostrae  sint 
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existente 

uzizv cos.  &)^^+  *  seu i; ii:  ^^ . 

008.  CO    «^  ^  ^ 

Quoniara  nunc  series  nostra  abrumpitur,   quoties  est  /  numeru»  in- 
teger,  percurramus  casus  siropliciores. 
I-     Sit  /=:  0 ,  erit 

Azz:metBiz:0,  0  =  0,  etc. 
ideoque 

u  .««  A  sin.  m  (0  et  t;  ^^ . 

C08.  (0 

II.     Sit  /zz  1 ,  erit 

Xznm— 1   et  Bzzi^^JA  Czzo,  etc. 
crgo 

^ziim^-  l)sm.  (m— i)(fl-H(m— .l)sin.(m-f.l)u,ctv=-~, 

cos.  w* 

sc"  a  —  »»  sm.  m  (0  C08.  <i)  -^  cos.  m  u  sln.  oj.  , 
Ilf.     Sit  fzzL  2 ,  erit  X  z=  m  —  2,  et 

B  —  g(^-g)A     p  —  Cm-1)B (iit--l)(m~2)A      ^ 

TO+i     '  ^' —  aCfli+s) —    (iii+i)(«+2j   .  •L>=  0,  etc. 
hinc 

^  — (m^-4)(m  +  2)sin.(m~2)oa^-2(m— 2)(m^2)sin.m(d 

—  (m  —  O  (m  —  2)  «n.  (m  -t-  2)  w, 

indeque  v  ~  — ?— ;  seu 
^  cos.u* 

j^  =  (m  m  —  2)  sin.  /«  w  cos.  2  <o  -4-  2  (m  m  — .  4)  sin.  m  o) 

—  3  m  cos.  m  ei  sin.  2  o). 

IV.      Sit  /=:3,  erit  X  — m—s,  et 
j3-.a(w-3)A  ^_2(m-a)B  ri-C^+ijc     p  _  „  • 

m+i     '^-  2(m-H2)"'  '-'-3(m+37'         '    ^^^' 

Ergo 
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-.+.(^«4.1)(i>i^2)(m-f  3)sin.(m-3)co-^-3(m4-2)(mm-9)sin.(m-I)w 
^,(;7x_l)(;n — 2)(m— S^sln.^m-hS^wH-S^m-^^^mm-Q^^in.^m^-l)^ 


existente   u  ~  -^t:;. 

V.      Sit  /—4,  erit  Xrr  m  —  4,  ac  reperitur 
^r-4-(;n4-l)(mH-2)(m-4-3)(mH-4)sin.(fn-4)(o-4-4(mH"2)(m-f-3)(mm-16)sin.(m— 2;^ 
H-(m---l)(m--2)(m~3)(m-4)sin.(m-K4)a)-f-4(m— 2)(m— 3)(mm-l6)sin.(m-^2)(ij 

-f  6(mm— 9  )(mm-^  16)  sin.mcL. 

existente  v  zn  —  ^~-i , 

cos.  w» 

unde  ratio  progressionis  per  se  est  manifesta.  Notari  autem  con- 
venit  S!  posuissemus 

0  iz:  A  cos.  X  ci)  -f-  B  cos.  (X  -4-  2)  oj  -h  C  eos.  (X  -+-  4)  oj  ^  etc. 
easdem  coeTficientium  determinationes  prodituras  fuisse,  ex  qua  hi 
duo  valores^  conjuncti  integrale  completum  exhibebunt:  quod  etiam 
ex  forma  inventa  coiiigitur,  si  modo  loco  anguli  m  cu  generalius 
scribatur  m  ca  4-  a.  ^ 

Scholion     2. 

3  6  5.      Pluribus   autem   aliis   modis   eadem   aequatio 

ddu     ,     2fdu  .  .  ,, 

tractari,  et  ejus  integrale  per  series  exprimi  potest,  und^  alii  casus 
integrabilitatis  obtinentur.  Ad  hoc  primum  notetur,  posito  aznsin.  oi^ 
fore 

^-^  zn  X  sin  co^^*  cos.  co,  hincque 

^^tang.  ij)  —  X  sin.  o)^,  et 

^^  ~  X  (X  —  1 )  sin.  cj^  ■"  ^  cos.  oj^  —  X  sin.  oa^ 

—  X  (X  —  1)  sin.  0}^  —  ^  —  XX  sin.  oj^. 
Hinc   si   ponamus 
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2^5 


ur  A  sin.  «^ -f- Bsin.  «^ + *-4- C  sin.  w^  +  *-4-D  sin.  w^ + *H- etc. 

facta  substitntione  «dipiscimur 

Oz:X(X-.l )  Asi.(o^~^-4-(X.-»-  2)(X-t- 1  )Bsi.(i)^-4-(XH-4)(X-+-3)  C$i.&)'H-«^.etc 
— XXA  — (X^2)*B 

-4-2X/A  -f2(X-»-2)/B 

-\-gX  -t-grB 

unde  sumi  oportet  vel  X  —  0   vel  X  —  1 ,  tum  vero  erit 

pi \\-2\f~g  A       C  —  CX-H2)»-2(X-t-2)/-g  «      j 

hinc  duo  casus  evolvi  convenit 


Xm  0, 

=^A 
1.  2  -*' 

C  4  —  4/-« 


B  — ^^  A 

O ,2  A, 


B, 


3-4 

D  =  li--:^^«C, 


B---i-g/-g 


xm, 

A, 


7.8 
CtC. 


2.3 

rt 9  — 6/  — gp 

25-10/. 
■^ 6.7 


£  = 


49-- 14/— g 


8.9 


c, 

D, 


etc. 


Integratio  ergo  succcdit,  quoties  fuerit  gznii —  2  i/"  denotante  i 
numerum  integrura  positivum.  Quare  cum  posito  u  zz:  t;  cos.  ai^'^'^"^ 
aequatio  •  transformata  sit 

H?  -'r^^  «ang.  <-t-  (J  -  2/-  <)  -=  0. 
haec  ideoque  et  i!la  erit  integrabilis ,  quoties  fuerit 

^=:(j-hl)'-h  2  (*-+-!)/, 
quos    binos    casus    ita    uno    complecti    licet,    ut   integratio    succedat, 
dum  sit  gziZil-±:2  if. 


366. 

u  zr  coSiw'^,  sit 
dtt 


Scholion    3 . 

Eidem    aequationi    adhuc    inhaerens,     cum    posito 


'-^  =:  —  X  cos.  o)^~* 

du 


sin.  oa ,  ideoque 

^—  tang.  (0  n:  — -  X  cos.  ca^ — ^  -t-  X  cos.  o)^,  et 

l^  =  X  (X  —  1)  cos.  0)^—«  —  X  X  cos.  co^, 
Vol.   Iir.  3  4 
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stattio 

w~  A  cos.  (ij^ -H  B  cos.  o)^"'"*-*- C  cos.  w^^ -+- D  cos.  (Dr^+* -t- etc. 
«t  facta.  substjtutione  orietur 
0:;X(X- 1 )  Acos.&)^-*-*-CX-t-2)(X-i- 1  )B  cos.w^-KX-i-^^^X-i-a^Ccos.w^+^-i-etc. 
_2X/A.  — XXA  _(XH-a)'B 

— 2(X-4-2)/B  _2(X-t-4)/*C 

— 2XA  -i-3(X-»-2)/B 

-v-^A  H-grB 

Oportet  ergo  sit  vel  X  ~  0  vel  X  ~  2  /  -f-  1 ,  tura  vero 

" CX-|-a)(X+I+2/)  ^'    ^ (X-l-4)CX-t-3-2/)      "'    ^^^' 

et  ainbo  casu»  itar  se  habebunt 


X.=  (>, 

^ — 2a+2/)'*' 

11 4-4/— g  -D 

^ 4(3-2/)    ^' 

_16  — 8/  — gp 
^  6(5  —  2/)    ^' 

etc. 


p  — ^4-2/  — g 

•*^ :    2(2/+3)    ^' 

r  —  9+6/— g  ^ 

^—     4(2/4-5)    ^» 
^ 6(2/-hfr^' 


etc. 

Ex  priori  intcgratio  succedit  si  g  ZZZ  Aii  —  4  £/,  ex  posteriori  si 
gf  =:  (2  £  -4-  1)^  -4-  2  (i2  i  -+-  1)/,  qui  casus  cum  iis,  qui  ex  trans- 
formata  nascuntur  juncti,  eodem  redeunt  ac  in  §.  praec.  inventi. 
Omnes  ergo  hactenus  inventi  integrabilitatis  casus  huc  revocantur, 
ut  posito  gznmm  — //j  sit  vel  fzn^ly  vcl  m  —  i-^-f^  hoc 
est  vel  /zzi  +  £,  vel  /"  ±i±m.  Caeterum  hi  posteriores  ca- 
sus  etiam  ex  prima  resolutione  (§.  364)  sequuntur,  ubi  series  quo- 
que  abrumpitur  si  X  :zz  —  i,  ideoque  gzizmm  —  ffzzL  ii  —  2  if 
ergo  i  — fzn^m^  et  transformatione  in  subsidium  vocata/zii-f-i^m. 
€ontra  vero  casus  primo  inventi  in  resolutionibus  posterioribus  non 
occurrunt; 

Problema    5  9 . 

d&7.      €oncessa  hujus  aequationis  integrationc 
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invenire  aequfttibnem  hujus  fonnfte 

0  =  P(^-+-Q(S)-f-R^, 

pro   qua   sit 

ubi  F,   G,  H;  P,   Q,  R;  et  r,  s  sunt  functiones  ipsius  x  tantum. 

Solutio. 

Cum  sit 

@)=:F(3^)H-G(|)-^H.,  erit 

-HG  -hH 

/^^^\_p/a^    2af/3»i^.     aaF^daix     dao/avv  .  adn 

/-.  ,   2dG  23H 

-+H 
Deinde  vero  ob 


2ds 


His  jam  substitutis  necesse  est,  ut  omnes  termini  affecti  per 

O.  S).  (^).  (S). «' " 

seorsim  evanescant  unde  sequentes  resultant  aequationes 


34^ 
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ex 


& 


(15 

V 


I.  F=:P, 

2dF 


II.  G-4-^-f-Fr=:Pr-t-Q, 

III.  H-H'^-H|^H-GrHh^4-F*=P(.^*^-+-Qr-4.R, 
^-^Hr-H^^-^G.zP(§^^0-HQ(.-.r,)+Rr, 


ddH        rdH 


_  "0  99^ 


ds 


•  5^-+'-sr-^H*  =  Pa-5-+-Q^-+-R*. 


a«« 


dx 


Ex  prima  fit  P  ~  F ,  ex  secunda  Q  —  G  -f-  ~,  et  tertia 

■D  iT     1     2dG     ,     ddr         rdf—2¥dr 

*^  —  "  -t-  IT  +  ai»  —  — di — ' 

qui  Yalores  in  binis  ultimis  substituti   praebent 

2aH     ,     ddG         rdG—Gdr  rddV  2dFdr  2s^-2rdi 


dx 


ddH 
dx» 


-\- 


dx 
rr3F-f-2Fr3r 


dx*  dx» 

rddr  


dx 


rdH 
dx 


dx  dx» 

sddF — 2d¥ds — Tdds 


zi:  0  et 

2sdG—Gds 
dx 


,     ffraF-t-2F3r)  . 

quarum  illa  sponte  est  integrabilis,  praebens 

2  Fj  -f-Frrn;  A; 


2H-f.g-Gr~'^-^^'- 


ax  ^  '  dx 

deinde   binis  illis  aequationibus  ita  repraesentatis 

_        88.Fr  2d.Fs     ■     3£rr  _,     88 G  8.  Gr    j^  -^  . 


8x 


8« 


88.  Ft         £     8.Frr 

3x»    "^  r  *    8x 

vel  adeo  hoc  modo 


2£3G-G3£     .     »:8H  33H  - 

8x         ~T"    3x    "T^  81^  "  ' 


83^^Fr)  _  a.  ;.  (G  -  F  r)-h  2  a.  (H  -  F  O  =  0, 

— ^~^^H-2F4drH-rjaF— Gai-2*aGH-raH~0, 
ultima  vero  ita  repraesentari  potest 

^^^^^^^—2fa.(G-Fr)-a*(G-Fr)-f-rd.(H-Ff)iz:0. 
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Quod  si  jam  prior  per  H  —  F*   haec    vero  per  —  (G —- F  !•)  ittul- 

tiplicctur,  summa  fit 

(H-FO33<G-FrWG-Fr)3a.(H-F0  -  (G  -  F  r)  (H  -  F  *)  d  r  =:  0. 

H-  2  (H  —  F  j)  a.  (H  —  F  5)  '  —  r  (H  —  F  *)  a.  (G  —  F  r) 

^  2s(G  -Fr)a.(G— Fr)H-(G— Fr)*aj   —  r  (G  —  F  r)  9.  (H  —  F  *) 
cujus  integrale  manifesto  est 

(H-F09.(G^FrWG-Fr)3.(H--FO  ^  (H  -4^  F  ^)^  ^  (G  >-  F  D^  S 

^  (G~F/0(H  — F^)r=B; 
integrale  autem  prius  inventum  est 

^-^^  — (G-Fr)r-H2(H-F^)zz=A, 
quae  per  H  •—  F  ^  multiplicata  et  ab  illa  subtracta  relinquit 
_  (G^Fr)3^(H-~F^)  _  (H - F^)^-4-(G—Fr)"5-B-^ A (H  —  F^), 

sicquc  habentur  duae  aequationes  simpliciter  differentiales,  ex  quibus 
binas  quantitates  r  et  ^  definiri  oportet,  quibus  cognitis  etiam  fun- 
ctiones  P,  Q  et  R  innotescunt. 

CoroUarium     1  • 

3  6  8.       Si  sit  F  —  1  ,   G  nz  0   et  H  —  0 ,    aequationes  in- 
ventae   erunt 

-%-hrr^2s=ia  ^t'^^ -^- s  s  =zb, 

unde  d  x  eliminando  fit 

dr  JZT^nZTr»    ^^       ^  a-^-li^rr      ' 

cujus  resolutio  in  genere  vix  suscipienda  videtur.  Sumtis^  autem 
constantibus  az:0   et  6z:0,  aequatio  ^  zz  ~~,  posito  szirrt; 


transit  m 


r3H-2fair U^-t  rBt  -3ff-Uf 

dr        2f-l»    ®^"    TF 2f^l    ' 
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«nde  fit 

dr  dt(i—it) •-dt  dt 

r  t(3t-i)    t     "T-af— 1'    " 

aV(St  —  i)      .. 

r  z:z. — ^ ',  hjnc 

aay^(3t-1)»  •    -    ••        ;.* 

5     ^ 

CoroUarium     2. 

3  6  9.     Pro    codem   casu   slngulari    ponamus    3t — 1  ~  u^, 
ut  fiat 

3au        .        _^  Saaitu 

Jara  ob  a  zz:  0   est 

-\ dr      ^^^         Br         Zdr 

^^ rr^2s  ~*rr(l— 20  rr(l  — 2tt») 

9 r  _^     9tt  2tt9tt 9tt(l— 2tt^) 

rr  ""■  Satttt  3a      *~         3atttt       ' 

ita   ut  sit 

3  X  ~  — ^  ,   hincque 

atttt'  ^ 

'-  =  ^^ax  et  M  — p::^; 
ubi  quidem  salva  generalitate  sumi  potest 

(3zr:0   et  u=:=^% 
unde   fit 

— 3xx    ^ 

a  =  ~  -   et  ^  —  -JiiL_. 
Tandem  crgo  colligitur 

p_-l      o—  OetR  —  —  -^-  —  —  g*(g'^'-*') 
r_i,v:— uetK_         ^^  —  -      (c«+x3)~' 
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Coroliarium     3. 

3  70.     Proposita    ergo    aequatione  (|p)=(|^,    cujus   in- 
tegrale  est 

t;  zr  r  :  (X  -F-y)  +  A  :  (X  —  y), 
hujus  aequationis  imegrale  assignari  poterit 

cst  enim 

^ fddv\  __^     33CX     /dvv  .'^x 

Scholion     1. 

3  71.     Haec  pro  casu 

Fm^G—OetHrrO, 
miilto   facilius    atque    generaKus    coraputari    possunt    pro    quocunque 
valorc  quantitatis  a,  dum  sit  6  i;:  o;  tum  enim  altera   aequatio  sta- 
tiin   dat 

X  zn — —  ,  hmcque 

—  r  — r 

s  X    ' 

ex   quo  prima  aequatio  hanc  induit  formam 

dr  2t- 


Ponamus  ^  — f,  fiet 

cui  particulariter  satisfacit 

Statuatur  ergo 
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ac  prodit 

3u-f-3a;+2M3a7]/an:o, 
quae  per  c^*^*  multiplicata  et  integrata  praebet 

ideoque 

1   __  2c2«/<»^a__  2  /a 

Ti  ~~    n— fi^xi/a  „  g  -2x/a  _  1 ' 

ax(n  —  e^*^'') 

ac   propterea 

*  ^  n(a:)/a-f-l)  -hc^xy^a  ^^  ^^^  ,)'. 
tum  vero  postrerao 

Pzn— 1,  Q  =  o   et  Rzz:-^  ^zi:- 2 rr—- -4-2 a, 

seu 

_  —  2  aazyi-^4  /z  a  g;  a?  g^*^^>^  2  n  ^^*/^ -+-  e**^'^) 

—  2  a(n  — g^^>^^)^-4^  8  naa::gg^^>^^ 

[n  (.2;  )/  a  --H  l)lHe^*^^(x/a—  1)]''^  * 
Si   jam    sumatur    a    cvanescens    et    n  m:  1  -|-  |  a  c^  /  a,    formulac 
ante  inventac  rcsultant.      At  si  a  sit  quantitas  negativa  puta  a  zz  —  m^, 
capiaturque   7i  zzz  ^y  _^—a  ^  leperitur 

— mm  X  (P  C08.  mxH"  g  sin.  m  x) j-^mrtixcos.imx-^-y) 

'  "^"^  pcos.mx  +  asin.mx  —  mx^aco^.m;:  — (iJsin.mjc)  cos. (mar+ 7)  — mxsin.(7nx-Ky) 
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et 

mmcos.(inx+y') 

^  cos.(mx-f-7)  —  mxsin.^mx  i-yX^ 

indeque 

"R  ~-     2mmCco.s>(ma?+7)*+fflffl3c^l  _ 
[cos.(ma7"H7) — ma:sin.(ma:-}-7)J^* 

Qaantitas   R   reducitur    ad   hanc 


R  = 


[/2(1  -^xya)  e"''^''  ~  (1  —  x|/a)e-^^^]^' 
quae   forma   sumto   a  valde  parvo   abit   in 

Snaaxx—2a[n—  i ~(n-^i  )x'/a'^^^Y^axx—^^-^ax^V  rt-f-etc.]^ 


[n—  1— i(n—  l)aa:a:-4-i(n-^  l)ax^|/a] 
Statuatur   nzzi  i  -^  ^  ay  a^  ut  sit 

n  —  1  ziz  ^  ay/  a  et  n-4-l:iz:2zz:^a]/a,   erit 

Snaaxx  —  2a((ia]/a—2x/a—(iaax^^-^~^~iax^y^ay^ 

((ia]/a  —  ^^aaxxya  ^^  a  x^  ^  af 

ubi  numerator  fit 

8aaxa:H~  8  j3a^:ca:  j/a— 2  a(j3/3a^—  4j3aaa: —  2(i(ia^X]/ay 

•^Aaxx-\-^aax^^ 

ubi   cum  tei'mini  per  aa   affecti   se   destruant,   retineantur  ii   soli  qui 
per   a^   sunt  affecti,  erit  idem   in  denominatore   observato 

8  3  g^  0?  —  I  a^  07^  _^  8  3?(|3  ~|a:^) 

—      a^(P-Hi:r^)'     "^     (P+fx^)""' 
quae  jam   facile   ad   formam 

p' 6x(2c^--x') 

*^ (c3-f.x3)« 

reducitur,  sumendo  ^"'•* 

3  p=:  2c^,  ut  sit  ^  — |c^ 
Quare   hic   casus  orltur,  sumendo   a  evanescens   et 
n—  i-^^c^a^/a. 
Vol.   III.  3  5 
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Scholion    2. 

3  72.  Cum  evolutio  solutionis  inventae  sit  difBcilUma,  ne* 
que  ulla  via  pateat,  quomodo  ambae  quantitates  incognitae  r  et  s 
ex  binis  aequationibus  einitis  definiri  queant,  in  scientiae  incremen- 
tum  haud  parum  juvabit  observasse,  idem  problema  per  repetitio- 
nem  transformationis  in  primo  problemate  hujus  capitis  quoque  sol- 
vi  posse,  neque  proinde  usu  carebit  has  duas  solutiones  inter  se 
comparasse.     Proposita  ergo  aequatione 

ponamus  primo 

ac  p  ex  hac  aequatione  determinetur 

Fdp-^Gpdas  —  Fppdx^iC  ^H)dx=:0, 
ac  tum  ista  resultabit  aequatio 

Nunc   pro    hac    aequatione    porro    transformando ,     statuamus   smWi 
modo 

ita  ut  sit  quoque 

«=(g)+(;p-?)(D+{S+''»)"- 

et  quantitate  q  ex  hac  aequatione  definita 
orietur  haec  aequatio 

(^)  =  P(g)  +  Q(S)+R^. 

cujus  quantitates  P^  Q,  R  ita  se  habent 
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P  =  F,  Q-G  +  !jet 

Cum  hac  ergo  solutione  convenire  debet  ea,  quam  posiremum  pro- 
blema  suppeditavit,  in  quo   cum  statim  posuerimus 

erit  utique 

.     ^  =  P-h7  et  ^=:g-h;7(7, 

unde  quidem  statlm  valores  pro  P,  Q  et  R  manifesto  prodeunt 
iidem.  Verum  multo  minus  apparet,  sl  pro  r  et  s  isti  valorcs  per 
p  cl  q  substituantur ,  tum  istas  binas  aequationes 

Ifcli)  _  (G  ~  F  r)  r  *  2  (H  —  F  ^)  1=  A  et 
ad  eas  quas   ante  invenimus  reduci 

ita  ut  hae  constantes  C  et  D  ad  illas  A  et  B  certam  teneant  re- 
iationem.  Interim  patet  has  postremas  aequationes  multo  esse  sim- 
pliciores,  dum  prior  duas  tantum  variabiles  p  et  x  complectitur, 
indeque  p  per  a:,  cujus  F,  G  et  H  sunt  functfones  datae,  deter- 
minari  debet,  qua  inventa  quantitatem  g  simili  modo  ex  altera  ae- 
quatione  elici  oportet.  Verum  in  ambabus  superioribus  aequationi- 
bus  binae  variabiles  r  et  s  ita  inter  se  sunt  permixtae,  ut  nulla 
methodus  eas  rcsolvendi,  vel  adeo  ad  aequationem  inter  duas  tan* 
tum  variabiies  perveniendi,  habeatur.  Cum  igitur  certum  sit  prio- 
res  solutu  difficillimas  ad  posteriores  multo  faciliores  ope  substitu- 
tionum  assignatarum  perduci  possc,.  sine  dubio  methodus  hanc  re- 
ductionem  efTiciendi  haud  contemnenda  subsidia  in  Analysin  esse  al- 
latura  videtur. 

35* 


Digitized  by 


Google 


2  76  CAPUT     V. 

Scholion    3. 

3  73.  Cum  adeo  consensus  harum  duarum  solutionum  ma* 
xime  sit  absconditus,  casum  specialem  accuratius  perpendi  expediet. 
Sit  igitur 

F=i,   G— 0    et  H  —  0, 
ac  binae   priores   aequationes  inter  i*  et  ^  has  induent  formas 
I-      ^-  -\-rr  —  25  —  Aet 

OX 

II.  Z^J.  ^ss  —  rrs-f-As  —  B, 
posteriores  vero  istas 

III.  l-l^pp^C=ZO   et 

quas  cum   illis  certura  est  ita  cohaerere,   ut  sit 
rz=ipA-q  et  ^nig^H-p^. 

Ut  saltera  consensura   a  posteriori   agnoscamus ,    sit   C  ~  ~  ?n  m  et 
tertia  dat 

d  X  ziz r:r-r  ,   hinc 


o;  ~  —  Ang.  tang.  —   ei  pm—  tang.  m  x. 


m         ^  ^   n 

Hinc  cum  sit 


^=m».+pp.  etit 


s  zzz  mm-^  pp^p  q  znm  m  -^  p  r  zii  m  (m  -h  r  tang.  m  x) , 
qui  valor  in  I.  substitutus  dat 

-g—  -4-  r  r  —  2  m  r  tang.  m  x  —  2  in  m  —  A ,  seu 
^  ~r  r  —  2  m  r  tang.  m  x  —  2  m  m  —  A, 

secunda  vero  ob 

dj  —  mdr  mx  ^  JH^l^ 
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abit  in 

-^—  tang.  m  X  ~  m  r^  tang.  mo;  —  2  mmr  r  tang.  m  x^ 

—  m (A-H  2  mm) r  tang.  m  :r  —  m*  —  A m  m -4-  B , 
ex  quibiis  d  r  eliminando  fit 

B  :n  A  m  m  -f-  m*. 
Pro   quavta   vero   ob 

g  ~  r  —  P  ^  ^  —  'w  tang.  m  x^ 
resultat 

'^-^-rz  r  r  —  2  m  r  tang.  m  x  ——  m  m  — —  D , 

ita  ut  sit 

D  m  m  m  -f-  A. 

Consensus  ergo  nostrarum   aequationum   in   hac   constantium  rektionQ 
consistit,  ut   ob   mm— —  C    sit 

D  =:  A  —  C  et  B  =:  —  C  (A  —  C)  ~  —  C  D. 

In  genere    vero  etiam   eaedem  relationes  locum   habent,    nam   si   III 
et  lY.   in  unam  summam   colligantur,   ob 

C-^D  —  A   et/^H-qr  —  r,  erit 

cum   vero  sit  3I  ^  «  —  P9t  fit 

Far+raF-ao    .Gr  —  Frr--2H4-2F*-|-ArrO,  seu 

ox 

?:C^zIr)  —  (G  —  F  r)  r  -f-  2  (H  ■—  F  *)  r=  A, 

ax 

quae   est  ipsa   aequaiio  prima.     Porro   aequatio   III.   ob   ^ziz  s — pq 

dat 

F^  —  Fpr  +  G/7 — H-+-C=:0,seu  C  — H  — Fs — p(G  —  Fr), 

quarta  vero  reducitur  ad  hanc   formam 

'^-^G^-.-f-F^7-H-||H-F.-«F;,9^f,J-..D  =  0, 
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scu 

§i^:2)  _f-^(G  -  Fr)  -  HH-F* -f-D=:  0  , 
hincque 

D  =1^^  ~  9  (G -- Fr) -f.  H  ~  F^, 
ex  quibus  concluditur 

C  D  — (H-F.)  a^(G-Fr)  ^  y  (G  ~  F  r)  (H  -  F  ^)  -H-  (H  -  F  ^)' 

-t^fi^^-^+P7(G-F/-)»-/.(G-Fr)(H-F.>. 
Ex  secunda  vero   habemus 

-h(G  — Fr)(H~F5)r  — (G  — Fr)^^, 
quibus  expressionibus  conjunctis  fit 

CD4-B a.(H  — FQ j>a.(G— Fr) af)CG  — Fr) 

G  — Fr 3x  dx  dx 

a>(H-FO  —  a.i>(G->Fr)  _  Q 

dx  ""     ' 

siquidem  est 

C=iH~F5  —  ;>(G— Fr), 
ex  quo   etiam   in  genere  est 

B  — — .CD  et  A=:C  +  D. 

Interim    tamen    hinc  non   perspicitur,    quomodo    ex    aequationibus    I. 
et  11.   binae  reliquae   III.   et  IV,  derivari  queant. 

Scholion    4 . 

3  74.  Omnibus  his  diligenter  pensitatis  manifestum  fiet,  to* 
tum  negotium  ope  substitutionis  satis  simplicis  confici  posse.  Quod 
quo  facilius   ostendatur,   ponamus  brevitatis  causa 

G  —  FrzzR  et  H— F5=:S, 

ut  habeantur  bae  duae   aequationes 
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I.     A  =  |5-.^  +  5^-+-2S, 

Tf         T%  ___  RdS  —  SdR          HlVIi     I     GRS  oc» 

"•        ^  —  di F^  +  ^ ^  S' 

cx  quibus  duas  quantitates  R  ct  S  erui  oporteat,  dum  F,  G,  H 
sunt  functiones  quaecunque  ipsius  x^  at  A  et  B  quantitates  con- 
stantes.  Ad  hoc  adhibeatur  ista  substitutio  S  =:=  C  +  R  p  ita  ad- 
ornanda,  ut  binae  illae  aequationes  coalescant  in  unam,  in  qua 
praeter  x  unica  insit  nova  variabilis  p^  deinceps  per  methodos 
cognitas  investiganda.      Hinc   ob 

dS  —Rdp  -hpd^  habebitur 
I-      Az:=|-5-.^  +  ^-4-2C  +  2Rp, 

iT        -o RRdf  C3R  HRR     ,     CGR     .     GRR« 

"•     ^—  -5:; "a— p-  +  -F-  -»-  — F— 

—  CC -4-2CR;>  —  RR/t>p,   ^ 
unde  primo  eliminando  d  R ,  concluditur 

B  +  ACz=^-h^^-5^.cC-^-5->RR^p, 

dummodo  ergo  constantem  C  ita  assumamus,  ut  sit  CCzrB-f-AC, 
per  divisionem  etiam  ipsa  quantitas  R  tolletur,  resultabitque  haec 
aequatio 

cnjus  rcsolutio  ad  methodos  magis  cognitas  pertinct.  Cum  igitur 
ista  methodus  maximi  sit  momenti,  sequens  problema,  etiamsi  ad 
primam  partem  calculi  integralis  sit  referendum,  hic  adjicere  ope^- 
rae  pretium  videtur.^ 

Problema     6  0. 

375.      Propositis  hujusmodi  duabus  aequationibus  differentia- 
libus 

I.      0=:§|-f-FH-Gy-+.Hz4-Iyt/^-Ky2-hL2s, 

11.      0=:2^^-f-P  +  Qy-4-R;5^:-Syy-h.Tsfz-f-Vs2;, 
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ubi  F,   G,   H,  etc.   P,   Q,  R,   etc.    sint    functiones    ipsius    x^    metho- 
dum   exponere   has   aequationes,   siquidem   fieri  licet,   resolvendi. 


Solutio. 

Methodns  indicata  in  hoc  consistit,  ut  ope  substitutionis 
z  rr:  a  -f-  y  V  ex  illis  aequationibus  una  elici  queat  duas  tantum  va- 
riabiles  x  ti  v  implicans.      Quoniam   igitur   est 

ydz  —  zdy  —  yydv  —  ady^ 
ex  1  X  a  -4-  II.   nascitur   haec   aequatio 

0~y^^?^Oy^Rz^Syy^Tyz^Vzz 

■+•  aF -4- a Gy -h a  H  z -f- a I t/y  +  aK  j/ z -+-a Lzs , 

quae,  loco  z  substituto  valore  a-\-yt),  ita  exhibeatur  secundum 
potestates  ipsius  y 

0=:5^H-2/'[PH-aF-ha(R  +  aH)-*-aa(V4-aL)l 

+y^[Q-f-«G-ht^(R+aH)H-a(T  +  aK)+  2ai;(V  +  aL)] 
+  y'[S4-«I4-t;(T4-aK)-hi^i^(V-f-aL)], 

nuncque  efficiendum  esr,  ut  tota  aequatio  per  yy  dividi  queat. 
ideoque  partes  per  y^  et  y^  afFectae  evanescant.  Ex  parte  ergo 
y^  fieri  oportet 

P4-aF-4-a(RH-aH)-haa(V4-aL)=iO, 

ex  parte  autem  y^ ,  quia  v  est  nova  variabiiis  in  calculum  inducta, 
hae   duae   conditiones   nascuntur 

Q4-,aG-|-a(T4-aK)zrOet 

R  +  a  H  +  2  a  (V  4-  a  L)  —  0 , 
unde   prima   dabit 

p  ^  a  F  —  a  a  (V  -+-  a  L)  rz  0. 
Conditiones   ad   istam  reductionem   requisitae   sunt   hae   tres 
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I.  P-l-aF  —  aa(V-f-a L)=:  o , 

11.  Q  4- a  G  H- a  (T -f- a  K)  =  0 , 

III.  R -I- a  H  4- 2  a  (V -f- a  L)  =  0, 

unde  vel  P,  Q  et  R,  rel  F,  G  et  H  commode  definluntur. 

His  autero  conditio.nibus  stabilitis,    totum  negotium  ad  reso- 
lutionem  hujus  aequationis  revocatur 

0=^i-f-S-f-«I-^v(T4.aK)-f-t;t;(V-HaL), 
quae  duas  tantum  continet  variabiles  x  et  i;,   ex  qua  v  per  x  de- 
terminiiri  oportet.      Cum  deinde  posito  zzzza-^yv  prima  aequa- 
tio  ijidviat  tianc  formam 

0=lxH-^-+-«"+««I'+y(G-hHi;-f-aK-f-2aLi;) 
H- y  y  (I -h  K  t; -*- L  t;  V), 
secunda  vero  istam 

0  =^— ^P4-«R-f-««V4-y(Q+Rt,-|-aT4-2aVt;) 
-+-yj/(S -f-Tt;H- Vvi;), 
seu  hmc  «uperiorem  per  y^  multiplicatam  subtrabendo 

*>=^x--+-P  +  «l^-l-««V-hy(Q-t-Rf  +  aT-f-2aVt;) 
—  yy(Ia-4-aKt;-f-aLt;t;), 
quae  quidem  oum  illa  congruit,  ut  natura  rei  postulat. 

Corollarium   i. 

3  76.     Si  ergo   hujusmodi  ^binae   aequationes  fuerint  propo' 


sitae 


—  d^ 


2-hF-|-Gj/-f-Hz-hIyj/-hKj/z-f-Lzz, 

0  =:?^^^— aF-aGy— aHa-»-Syy-hTy2H-V«z 

-4-^'^  —  aaKy— 2aaLz 
-i-aaV  — aTy — 2aV», 
Vol.  m.  36 
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facto  a  =  «  -f-  y  f »  primo  resolvi  debet  haec  aequatio 

0  =1- -f-S -f-al -4-v(T -h  «K) -fvvCV -i-aL), 

unde  dcfinita  v  per  ar,  hanc   aequationem   traciari  oportet 

0  z^^-f-F-H  aH-t-aaL-+-«  (G-+-aK)  +  «y  (I-+-K  v-»- Lw) 
-f.t;y(H-+-2aL), 

quo  facto  habebitur  quoque  zz=:a-^  Dy. 

Corolkrium     2 . 

377.  Si  F=A,  K=:0,  L  =:  0,  H  n:  ~  2  6,  V  =  6  et 
Trr-— G,  casus  supra  ^.  3  74.  tractatus  resultat  harum  aequa> 
tionum 

0=|-^A-f-Gs^-2ftz-f-Iyy, 

•+-aab, 

ubi  G,  I  et  S  sunt  functiones  quaecunque  ipsius  x,  et  resolutio  ita 
se  habet,  ut  posito  xzza--\-yv,  hae  aequationes  successive  de« 
beant  «pediri 

OZ=.^-hS  -j^al  ^  Gv  -hbvv  et 
0=^-I-.A—  2at-t-S/(G—  26t;)-t-Iyy. 


Corollariuni     3. 


378.      Evidens   est  postreroam   aequationem    nulla   laborare 
diiBcoltate,  etiam  in  genere  dum  sit 

F-|-.aH-|-aaL  =  0, 

prioris  autem  sohKio  in  promtu  est,   si  sit  vel  S  -f-  a  T  z::  0 ,    vel 
V  =  a  L  =  0. 
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DE 

RESOLUTIONE   AEQUATIONUM   SIMPUCISSIMARUM 

UNICAM   FORMULAM   DIFFERENTIALEM 

INVOLVENTIUM. 


Frobjema       61. 

379» 

JLndolein   functionis   binarum    variabilium   x    et   y   indagare,     sl    ejus 
quaepiam  formula  diiTerentialis  tertii  gradus  evanescat. 

S  o  1  u  t  i  0. 

Sit  z  functio  illa  quaesita,     et   cum   ejus  sint  quatuor  formu- 
lae  differentiales  tertii  gradus 

prout  quaelibet  harum   nihilo  aequalis  statuitur,   totidem  habemus   ca* 
sus  evolvendos.    . 

I.      Sit  igitur  prirao  (^)  ~  0 ,  et  sumta  y  constante  prima 
integratio  praebci 

tum  simiU  modo   secunda  integratio  dat 

unde  tandem  fi.t 
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ubi  T-y^  A^V  ct  2  :  i/  denotant  function^s  quascunque  ipsius  y, 
ita  ut  ob  tripUcem  integrationem  tres  functiones  arbitrariae  in  caU 
culum   sint  ingressae,  ut  rei   natura  postulat. 

II.  Sit  (^^rl^)  =  0 ,  ac  primo  bis  integrando  per  solius  x 
variabilitatem  reperitur  ut  ante 

(|-;)rz:^r:t/+A^:2^, 
nunc   autem  sola  y  pro  variabili  habita,   adipiscimur 

quandoquidem  apices  signis  functionum  inscripti  hic  semper  hunc 
haljent  significatura,  ut  sit 

/dyr:y=^T:y  et  /dyA':y:=A:y. 

III.  Sit  (g^^-jTa)  ^  O7  et  quia  hic  casus  a  praecedente  non 
differt,  nisi  quod  binae  variabiles  x  tt  y  inter  se  sint  permutatae, 
integrale  quaesitum  est 

:2  =  2/ F:  ^  +  A  :  a: -h  2 :  t/. 

IV.  Sit  (jp)  :m  0 ,  ct  ob  similem  permutationem  ex  casu 
prirao  intelligitur  fore 

s  zi:  iy^  r :  ^ -+•  y  A :  :e:  4*  H  :  a:. 

CoroUarium      1. 

38  0.  Tres  functiones  arbitrariae,  hic  per  triplicem  integra- 
tionem  ingrcssae,  sunt  vel  ipsius  ar,  vel  ipsius  y  tantum;  omnes 
tres  sunt  ipsius  y  tantum  casu  primo  (^^)  ^  0 ,  ipsius  x  vero 
tantum  casu  quarto  (^p)  —  0 ;  duae  vero  sunt  ipsius  y  et  una  ipsius 
X  casu  secundo  (^^^g  )  :ii:  0 ;  contra  autem  duae  ipsius  x  et  una 
ipsius  y  casu  tertio  (5-^)  =  0 , 
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C6rollarium      2. 


38  1.  Porro  observasse  juvabit,  si  ejusdcm  variabilis  puta  i; 
duae  pluresve  occurrant  functiones  arbitrariae,  unam  quidem  abso- 
lute  poni,  alteram  per  y  multiplicari ,  tertiam  vero  si  adsit  per 
iyy>  fi^^  qyiod  eodera  redit,  per  yy  multiplicatam  accedere. 

Corollarium      3. 

3  8  2.  Perpetuo  autem  tenendum  est  has  functiones  ita  ar- 
bitrio  nostro  relinqui,  et  etiam  functiones  discontinuae  seu  nulla  oon^ 
tinuitatis  lege  contentae  non  excludantur.  Scilicet  si  iibero  manus 
tractu  linea  quaecunque  describatur,  applicata  respondens  abscissae 
X  hujusmodi  functionem  r:a;  referet. 

S  c  h  0  1  i  0  n      i  • 

38  3.  Minus  hic  immorandum  arbitror  transformationi  for- 
mularum  differentialium  altioris  gradus,  dum  loco  binarum  variabi- 
lium  X  ei  y  aliae  quaecunque  in  calculum  introducuntur,  quoniam 
in  genere  expressiones  nimis  fierent  complicatae  vixque  ullum  usum 
habiturae,  tum  vero  imprimis  quod  methodus  has  transformationes 
inveniendi  jam  supra  (§.  229)  satis  luculenter  est  tradita.  Casum 
tantum  simpliciorem,  quo  binae  novae  variabiles  t  ti  u  looo  x  ei  y 
introducendae  ita  accipiuntur,  ut  sit 

«zi:aa:^-pyetM~ya?-[-5t/, 
hic  quoque    ad   formulas   differentiales  altiores  accommodabo.      Cum 
Jgitur  viderimus  esse, 

pro  formulis  primi  gradus 

(|)=«0+v©. 
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'    et  pro  formulis  secundi  gradus 

(^)  =  «  p  (fTl)  4-  «X  5  +  (3  V)  O  +  Y  5  ©. 
d^:)  =  (3' (ff)  +  2  (3  J  (j^)  +  5»  (|,D , 

crit  pro  formulis  tertii  gradus 

(S)=«'(ap)-^«*V(^J-3«v'(,|fe)^'(^'). 

(^-)=«^(3(|^1)+(?'J+2«(3y)(^)h-((3v'+2«v5)(^0-Y*«(S). 

(^5-.)=«P'(P)+(f3PT-^2«(35)(J|.)*(a5'^>(3>5)(JS,)-f.vJ'(e). 


et  pro  formulis  quarti  gradus 


(U) 


d?,)  =«•  -.4«v 

«»S-i-3«'(3y 


('^,)=«'(3^ 

(,-^)=«P' 

0     =(3* 


(d*»dJ 


3ap'5-»-p'v 


d*z 


-+-6a*v* 

3a*v5-<-3a|3v* 

a»5«-+-4apy5-+-^*'y* 

safSSVap^v^ 

unde   sitnul    lex    pro  altioribus  gradibus  eluceti    pro   formula  scilicet 

j  hi   coefficiemes    iidem  sunt  qui  oriuntur  ex  evo^ 

ds*dt/V 
lutione  hujus  formae 

(a4-Vt;)»  (f3  4-5t;)«, 
siquidem  tmnini  secundum  potestates  ipsius  v  disponantur. 


\at3u'J 


dtdu 

-t-4av^ 

-^-Say^S-j-jSy 

^ayS^+^Py'^ 

a53-»-3f3v5' 

4-4^35^ 


■d*z 

4-V 


4 


-HV'5 
.V'5^ 
-V5' 
5* 
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Sc  holi  o  n      2. 

384.     Haud  alienum  fore   arbttror  erolutionem  istius  formu^ 
la^  ei  principiis  ante  stabilitis  accuratius  docere.     Sit  igitur 

ac  ponatur 

s=:A-4-Bi;  -+-Ct;^4-Dt;^+Et;*+Ft;^4-etc. 
ubt  quidcm  primo  patet  esse  Azz:a^|3";    pro   reliquis  rero  coeffi- 
cientibus  inveniendis^    sumtis  differentialibus  iogarithmorum ,    habebi- 
mus 

^[tfp-l-(a5  +  Pv>^-t-Y5t;t;] 

ubl  si  loco  s  series  assumta  substituatur^  orietur  haec  aequatio 
OirapB-^2apCv  -^aa^Dt;*  -H4a|3Et;*  H-5ApFt;*-4-etc* 


-¥^3 

-+-2a5C 

-)-3aSD 

-f.4a$£ 

-h|3yB 

h-2PyC 

A^apyD 

-h4PvE 

-+-'V5B 

-»-2y5c 

-i-Sy^ 

— m^y  A— m^  Y  B 

— m(3YC 

— m^yD 

— mPYE 

— na5A  — na5B 

— na5C 

— noSD 

— na5E 

— (m-+-n)Y5A  — (m-hn)Y5B    — (m-*-n)Y5C   — (m-<-n)Yi5D 
unde  quilibet  coefiSciens  ex  praecedentibus  ita  definitur 
A  =  a«  ^», 
»  —  — 53— A, 

p  — -  (m-g)p7-Kn-g)etyg         (m-f-n--l)^  g 
p  (w-3)(37-Kn-9)«?  yv  («4^^-8)7^  p 

etc. 
Vol.  III.  3  7 
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Hia  igltur  coefficientibt»  inTentis,.  si  ponatar 

<  —  a  a?  -f-  (3  y  et  Y  0?  -4-  5  j^, 
teansformatio  formulac  diflFerentialis  cujuscunque  ita  se  habcWt,  ut  «t 

+  %a^-^-w/"^^^- 

Froblcmft     62- 

38  5«  Indolem  functionis  binanim .  variabilium  o:  et  y  inre^ 
stigare,  si  ejus  formula.  differentialia  cujpscunque  gradus  evanescat.. 

S  0  r  u  t  lo^ 

£x  iis  quae  de  formulis  differentialibus  tertii  g^dus  nihilo 
aequatis  ostendimus  in  praecedente  problemate,  satis  perspicwmi  est 
solutionem  hujus  problematis  pro  formulis  differentialibus  quarti  gra- 
dus^  ita  se  habere. 

L     Si   sit   (1^0  =  0>  ^^^^ 

z  n:  o:^  T: «/,  +  a;*  A  :  S!  4-  ^  2  :  Sf  4-  0  :  y- 
II-     Sisit(5^)  =  0,  erit 

2  :=  a?"  r :  y -}- ^  A  :  y -+- 2  :  y -fr  Q  •  ^* 
m,     Si  8it  (g||,)=o,  crit 

z:=zx  T:y  -4-A.'y-4-y2:a;-h-0  :x,. 
iV.     Si8it(3^)=0,  crit 

z  n:  r  :  y  4- ^^*  A  :  a:  -4- y  2  :  a:  4-  0  :  ^- 
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V,     Si  sit  (Ijjrro,  erit 


^       ^^' 


unde  simul  progressus  ad  altiores  gradug  est  manifestus. 

Corollarium      1. 
3S6.      Cum  hic  quatuor  functiones  arbitrariae  occurrunt,  to- 
tidem   sciiicet   quot  integrationes   institui  oportet,    in  hoc  ipso  crite- 
rium  integrationis  completae  contiaetur. 

Corollarium     2. 
38  7.     Quin  etiam  vicisshn  facile  ostenditur,  formas  inventas 
aequationi  propositae  salisfacere.       Sic  cum  pro   casu  tertio  invene- 
rimus : 

«"=  a?  F:  y -f- A  :  y-i- y  S  :  :r  +  0  :  57, 
differentiando  hinc  coillgimus 

Primo  (^)=:T<y  ^yX':x^Q';x, 
deinde  (|^)  =  y  5:'''':a;+ 6K^:  x, 

qwrto  (5|^a)  =  0, 

eodemque  pervenitur,    quocunque  ordine  difTerentiationes,    vel  solam 
X  vel  solam  y  variabilem  sumeudo,  instituantur. 

S  cho  lion      1. 

38  8.  Hactenus  unam  formulam  differentialem  nihilo  csst  ae- 
qualem  assumsimus,  calculus  autem  perinde  succedit,  si  hujusmodi 
fomula  functioni  cuicunque  ipsanim  x  et  y  aequalis  statuatur: 
quemadmodttm  in  sequentibus  problematibus  sum  ostensurus.  Hoc 
tamum  incul6Andum  censeo,  si  V  fuerit  fiihctio  quaecunque  binarui]i 
variaUltum  x  et  y^  tum  /Ydx   id  denotare   integrale,    quod    obtir 

•    •  37* 
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«ctur  81  sola  x  pro  yariabiri  habeatur,  in  hac  ▼cro  fommki  /Vdy 
solam  y  pro  Tariabili  haberi:  quod  idein  tcnendum  est  de  intcgra- 
tionibus  repetitis  veluti  fhx/Ydx^  ubi  in  utraque  sola  x  variabi- 
ns  assumitur^  in  bft&  feto  /By/Ydx,  postquam  integrate /Vdo: 
ex  sola  ipsius  x  variabilitate  fuerit  erutum,  tum  in  altera  integra* 
tione  fdy/y^x  solam  y  variabifem  accipiendam  esse.  Et  clim 
perinde  utra  integratio  prior  instituatur,  etiam  hoc  discrimen  e  ukh 
do  signandi  toHi  potest^  hocque  integrale  geminatum  it«  ffVdxdu 
exhiberir  hincque:  intelligitur,  quomodo  hn  formulat 

fffYdx^dy,  sevLf^Ydx^dy  et /«+» varc^^dy*, 
interpvetari  oporteat;    hic  scilicet  signo  integrationis  /  indices  suflfr- 
gimus,    prorsus    uti    signo   differentiationis    d    suflSgi   solent»    qiuppe 
qui  indicant,  quoties  integratio  sit  repetenda. 

Scholion      2; 

389.  Singulas  has  integrationes  repetendas  ita  insdtui  hic 
assumimus^  ut  nulla  relatio  inter  binas  variabiles  x  et  y  in  subsi* 
dium  vecetur^  quae  circumstaiitia  eo  diligentius  est  animadvertenda, 
cum  Tulgo,  ubi  talibus  integrationibus  opus  est,  calculus  prorsas 
diverso  modo  institui  debeat  Quodsi  enim  proposito  quopiam  cor- 
pore  geometrico,  ejus  soliditas  scu  superficies  sit  investiganda  pcr 
doplicem  integrationem  hnjusmodi  formula //V^^rd^  evoivi  debet^ 
ejustente  V  certa  functione  ipsarum  x  et  y;  ubi  quidem  primo 
quaeritur  integrale  fYdy  spectata  x  ut  constante;  at  absoluta  in- 
tegratione  ad  terminos  integrationi  praescriptos  respici  oportet,  dutn 
scilicet  altera  praescribitur,  «t  hoc  integrale  /V  d  ^  evanescat  po- 
sito  y  in  O^  altero  vero  id  eo  usque  extendendum  est^  donec  y  diu 
tae  euipiam  functioni  ipsius  x  aequetur.  Tnm  vero  postquam  hoc 
mtegrale  /V  d  y  isto  m^do^  fuerit  determinatum,  alteri^  .4emum  inte^ 
gratio  formulae  d  or/V  dsf  audcipltur,  in  qua  quantitas  </  non  am- 
plkis  inest,  dum  ejus  loco  ccrta  quaepiam  functio  ipsius  x  eat  sub« 
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•tituta^  e&que  formufa  jam  revera  unicam  rariabitem  x  camplecfitur. 
Hic  ergo  prim^a  integratione  absokta,  variabllis  y  m  functionem 
ipsius^  X  abire  est  censenda,  quam  propterea  in  altera  integratione, 
ubi  X  est  Tariabilis,  minlme  ut  constantem  spectare  licebit  £x 
quo  patet  hunc  casum  toto  coelo  esse  diyersum  ab  iis  integrationK 
bus^  repeteadis,  quas  hic  contempTamur,  ad  quem  propterea  hie  eo 
minua  respicimus,  cum  ista  peculiaris  ratio  tantum  in  formula 
//Ydxdy  locum  habere  possit;  reliqnis  vero  ubi  alterum  diffc- 
rentiale  d  x  vet  D  y  saepiu j  repetitiu* ,  adet>  adversetur.  Quam  ob 
causam  hinc  omnem  relationem,  quae  forte  peracta  una  integratione 
inler  biaas  variobUts  x  et  y  statui  posset,  merito  removemus. 

P  r  ob  i  e  m  a      63. 

J90.  Si  fbrmula  quaepiam  differentialis  tertii  altiorisve  gra- 
dus  aequetur  functioni  cuicunque  biaftrum  variabilium  x  et  ^,  indo- 
lem  functionia  z  d^finire. 

S  o  I  u  t  i  c 
Sit  y  functio  quaecunque  binarum  variabinum  x  et  t/^  et  in« 
cipientes   a   fbrmulis    tertli-  ordinis   sit  primo   (g^)rzV,    ct   posita 
sola.  X  variabili  erit 

tixm  vera  porro 

«c  denique 

a  =/' V  3  a;»  +  |a:*  r  :  t/ -+- ^  A  :y -f-2  :  JA 
Simili  modo  patet,  si  fuerii  (|^|r)  =  V  fore 

a  =:/^  V  3  a?*  d  y -f- a?  F  :  y -+- A  :  y -h  51 :  ^r;- 
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z  z=:p  ydxdy^-^Tiy-^i/^^ix  -f- 2 :  x;  denique 
81  sit  (|^)  =  V,  crrt 

Eodem  modo  ad  formulas  altiorum  graduum  progredientes,  reperie» 
mus  ut  seqmtur; 

8i  8it  (|^J  =  V,  fore 

3  =/*  V  a  «*  4- a?' r :  y  4- a*  A :  1/ -f- a?  i;:  y -f.  ©  :  jr, 

■         ««''(al^^^V,  fore 

a=/* Vaa;*ay« -f-xF  :y-hA  :  yrf-yX  :  X  4-e  :  a;, 

«  «•'  (arS^)  ^  V,  forc 
zz=:/^ydxdy^-^T  -.y-hy^A- x-\-yX :  ar+G  : a?, 

8i  8it  (|^j!=V,  fore 
zz:z/*\dy^ 4-y'r  :  x -t-j/^A  :  x-\- y^  :  a; -+-0  -.x, 
neque  pro  altioribus  gradibus  res  eget  ulteriori  explicatione. 

Corollariuml. 

391.  Quemadmodum  slgnum  integratioais  in  prino  libro 
U8itatum  jam  per  se  involnt  constantem  per  integrationem  ingredi- 
entem,  ita  quoque  hic  functiones  arbitrariae  per  integrationem  in- 
greseae  jam  in  formula  integrali  inrolri  sunt  censendae,  ita  ut  non 
sit  opus  eas  exprimere. 

'  C  o  r  oll  a  r  ium      2. 

3  92.      SuflScit    ergo    pro    aequatione  (^)  r::  V  intcgrale   tri- 
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plicatum  hoc  modo  dedisse  z— /^Vda?^,  quae  formft  jam  potestate 
compIectUur  partes  aupra  adjectas 

a?  a:  r  :  s^ -4- :r  A  :  y  H- 2  :  y , 
qjuod  idem  de  reliquis  est  tenendum. 

Carollarium     3. 
393.     Si  ergo  in'  genere  hae«  habeatur  aequatio- 


ejut  integrale  stacim  hoc  modo  eij^ibetur 

quae  potestate  jam  involvit  omnes  iHas  functiones  arbitrarias  numero 
^-f-n  per  totidem  integrationes  inyectas. 


S  c  h  0  1  i 


o  n. 


3  9  4.  Hi  casus  utique  sunt  simplicissimi ,  qui  ad  hoc  reve- 
rendi  videntm-,  pro  magis  autem  complicatis  vix  certa  praecepta 
tradere  licet,  cum  ista-  calculi  integralis  pars  vix  adhuc  coli  sit 
coepta.  Interim  tamen  jam  intelligitur,  si  aeqttationes  magis  com* 
plicatae  ope  cujusdam  transformationis  ad  has  simplicissimas  revo- 
care  liceat ,  etiani  earum  integrationem  in  promtu  esse  futuram, 
quod  quidem  negotium  hic  non  coplosius  persequendum  videtur. 
Progredior  igitur  ad  casus  magis  reconditos,  eosque  ita  oompa;:a* 
los^  ut  ope  aequationum^  inferiorum  ordinum  expediri  queant,  unde 
quidfcm  insignis  methodiis  satis  late  patens  coUigi  poterit ,  qua  sae* 
pius  haud  sine  successu  uti  licebit.  Neque  tamen  in  hac  pertiac- 
tatione  nirais  diffusum  esse  convenit,  sed  sufiiciet  praecipuos  fontes 
adhuc  quidem  cognitos  patefecisse. 


Digitized  by 


Google 


CAPUT    IL 

DE 

INTEGRATIONE    AEQUATIONUM    ALTIORUM    PER 
REDUCTIONEM    AD    INFERIORES. 

Problema      64. 

395. 

ITroposita  hac  aequatione  tertii  gradus  (^)  iz:  a^  z,    indolem  fun* 
ctionis  s  investigare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Fingatur    huic    aequationi    sasisfacere    haec    simplicior    primi 
gradus 

et  cum  hinc  differentiando  obtineatur 

hincque  porro 

cvidens    est    quaesito    satisfieri,     dum    sit  n^zzia^,    id  quod  tripliGi 
modo   cvenire  potest 

I.      nzzza, 
II.     „=ri+r::ria. 
III.     „  =  -is^a. 
Pro  quolibet  ergu    valore   quaeratur    integrale  completum  aequationis 


^)=-''. 
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fe)=«^'  «'  tria  haec  integralia  cQnjuncta,  praebebunt  integrale 
completum  aequaUonis  propositae.  Cum  autem  in  aequatione 
(dl)  ~  ^^  quantitas  y  constans  sumatur ,  erit 

dz  —  nzdx,    seu  ^  — ndx, 
unde  fit 

/zzrna;-h/r:y,    seu  szz  c«»r  :  y. 
Tribuantur  jam  ipsi  n  temi  valores,  eritque  pro  aequatione  proposita 

«-<  +  •— -3  — 1_^_3 

z=:e«*r:y-Hc         z  L'.y -^e 2 ^iy. 

Cum  autem  sit 

«'*^'~*  =  co8.m--f->/—  l.sin.m, 
erit  functionum  arbitrarium  formam  mutando 

z  ::=:.- r  :  2/-.-^  ^''''^  cos.  5^  .  A  :y-^ e~^^  sin.  =f^' X  :y. 

Corollarium      1. 
§.   3  9  6.      Integrale  hoc  ctiam  Ita  repracscntari  potest 

srrc«r:s^H-e  A  :  ^ .  cos.  (??/? -f- y) , 

denotante  Y  functionera  quamcunque  ipsius  y. 

Corollarium  2. 
3  9  7.  Quia  tribus  integrationibus  est  opus ,  et  in  singulis 
quantitas  y  ut  constans  tractatur;  secundum  praecepta  libri  primi 
haec  aequatio  d^z  —  a^zda^^  resolvatur,  et  loco  trium  constantium 
functiones  quaecunque  ipsius  y  introducantur ;  unde  eadem  solutio 
elicitur. 

l*robIema      65. 
39  8.     Proposita  hac  aequatione  cujuscunque  gradus 
Vol.   III.  3g 
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ubi   Iltterae    P,  Q,  R^  S,  T,  etc.    functiones   denotant   quascunque 
binarum  Tariabilium  x  et  y^  indolem  fttnctionis  %  definire. 

S  o  1  u  t  i  o, 

Cum  in  omnibua  integrationibus  instituendis  quantitas  y  per* 
petuo  ut  constans  spectetur,  haec  aequatio  inter  duas  tantum  varia- 
biles  0?  et  z  consistere  est  censenda.  Quare  per  praecepta  libri 
primi  haec  tractanda  erit  aequatio 

P«  +  aST  -^-  dis" "+-  3^3  -+-  isr  -♦-  ^t<^-  —  °  ^ 
Gujus  resolutio  si  succedat ,    tantum  opus  est  ^    ut  loco  constantium 
per  singulas    integrationes    inyectarum    functiones    quaecunque  ipsius 
y  scribantur;  sicque  habebitur  integrale  desideratum^  idque  comple* 
tum  siquidem  hanc  aequationem  complete  integrare  licuerit 

Coroilarium     1. 

399.  Si  ergo  litterae  P,  Q,  R,  S,  etc.  sint  constantes,  vel 
solam  variabilem  y  inyolvant ,  integratio  semper  succedit ,  quonlam 
in  primo  libro  hujusmodi  aequationcs  in  genere  integrare  docuimus. 

Coroliarium     2. 

40  0.     Deinde  etiam  resolutio  succedit  hujus  aequationis 

Az^B:r(|f)  +  Ca;^@)^Da;^(^)  +  etc.iizO, 

siye  litterae  A ,  6  ,  C  ,  etc.    sint   constantes   sive   functiones  ipsius 
y  tantum. 

Coroilarium     3. 

401.  Tum  vero  etiam  si  hae  formae  non  sint  aequales  ni- 
hilo ,    sed  functioni  cuicunque  ipsarum  o?  et  y  aequentur ,    resolutio 
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xiihilo  minus  succedit,  per  ea,  quae  in  pctfureniis  capitibus  libri  pri» 
mi  sunt  exposita. 

S  c  h  o  i  i  0  n. 

402.  Haec  etiam  multo  latlus  extendi  possunt  ad  omnes 
plane  aequationes,  in  quibus  nullae  aliae  formulae  differentiales  prae* 
ter  has 

qiiae  solam  x  ut  Tariabilem  implicant  occurrunt.  Quomodocunque 
enim  istae  formulae  cum  quantitatibus  finitis  a?,  ytiz  fiierint  compli* 
catae,  a^quatio  semper  ad  librum  primum  pertinere  est  ceiiienda; 
quoniam  in  omnibus  integrationibus  instituendis  quantttas  y  perpetuo 
iit  constans  tractatur.  Confectis  demum  integrationibus  discrimen 
in  hoc  consistit,  nt  loco  constantium  arbitrariarum  functiones  arbi- 
trariae  ipsius  y  in  calculum  introdueantur.  Superfluum  foret  hic  mo« 
nere,  quae  de  altera  variabilium  y  sunt  dicta^  etiam  de  altera  x 
esse  intelHgenda. 

Problema     66.^ 
4  0  3.     Froposita  hac  aequatione 

investigare  indolem  functionis  z. 

S  o  1  u  t  i  o. 
Facile    patet    huic    aequationi    satisfacere    hanc    aequationem 
simplicem  (j|)iii  az,  unde  fit   «zzc";  statuamus  ergo  zzne^v 
eritque 

©=«"[a„  +  (|D].  (|D  =  ."(|), 

hincque 


38 
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g)  =  ."[«««+2«0-<-0]«t 


fdz\  _^  ^«fle  r^  /^'^     •    /ddv" 


quibus  valoribus  substitutis  Qt  dlyisa  a.equatione  per  e^^  ,  habebimus 

Quia  nunc  hic  ubique  occurrit  Q^,  faciamus  (^)  —  m,  erit 

cujus  ixxtegrale  est 

Scribamus  ergo 

ut  prodeat 

i;  zz  r  :  (2/ —  fra?) -t- A  :  ^/, 

ideoque  iqtegrale  quaesitum  erit  « 

z=:  6«  [r  :  (y  —  6:«;)  -f-  A  :  j/]  , 
quae   forma  ob  duas .  functiones  arbitrarias  utique  cst  integrale  com* 
pletum. 

Problema      6  7. 

40  4.      Proposita  hac   aequatione 

0  =  (a  -H  2b)z-  (2a+  36)  (fj)  +  ^  (g)  +  a  (g|) 
—  2  c  Cg^)  -4-6  (^J  -4-  C(^^)  , 
indolem  functionis  z  investigare. 

S  0  [  u  t  i  0. 

Aequatio  haec    ita  est   eomparata  ut    ei    manifesto   satisfaciat 
z  —  «*,  statuamus  ergo  z  me^  v,  eritque 
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(|D  =  .'[„+(|)],(^D=.'(g). 
^)  =  Clv  +  2^  * (|g)] ,(Mk)-"  t(S)*  & 

quibus  valoribus  substitutis  cmergit  baec  satis  simplex  aequatio 
0  =  (a -h  36)  (^)  +  &  (|^:)  4- c  (J;h.)  , 

in  qua   commode  erenit  ut  in  singulis  terminis  formula  (^) ,   con* 

Bdv 

tineatur,  quare  posito  (^^)  zn  u,  prodit  haec  aequatio  primi  gradus 

ex  qua  patet  si  ponatur 

duzizpdx -^qdt/f 
esse  debere 

(a  -+-  36)  u  -f-  6p  -{-  cqr  zz  0, 
quae  ita  resolvitur. 

Cum  posito  a  -f-  36  —  y*  sit 

7  1=-^-^,    erit 

3«  =  paa:  -  iip-  —  i^,    aeu 

3»:  -  y-'  =  i  O  «  -f-  4^)  =   f  (V"  +  i^). 

sicque  necesse  est  ut  sit  -^   fiinctio  ipsius  a; ^ ,    unde  fit 

Tu  -4-  -^  n:  f  i  (c  a?   —   6  y)    et 

u  =  e~~r''  :  ix    ^   ^f)  =  (||-r). 
Jam  ob  y  constans  spectandum  ,    prima  integratio  dat 

(|J)  =  e~^~r  t  (X  ~  5^)  -f.  A  :  y. 
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et  altera 

Quare  posito   a  +  3  6  z=  /  aeqnationis  propositae  integrale  com- 
pletum  est 

P  r  ob  le  m  a     68. 
405.     Froposita  hac  aeqnatione  differentiali  tertii  gradus 
0  =Pz  -  3  P  (U) -f-3P(2^)  -  P(|S)-HQ(||) 

-2Q(^)  +  Q(a^^). 
ubi  P  et  Q  sint  functiones  quaecunque  ipsarum  x  et  y^  investigare 
indolem  functionis  z. 

S  oluti  0« 

Facta  substitutione  zzn^v  ^  quandoquidem  ex  data  forma 
facile  perspicitur  valorem  ^  loco  z  positum  satisfacere ,  pervenitm' 
ad  hanc  aequationem 

quae  porro  posito  ( j~i)  zz:  u,  ut  sit  v zn/fudx^^  abit  in  hanc 


-  P  (H)  +  Q  (H)  =  0. 


Statuamus  duz=.pdx  -^q^iyt  erit  Q^srP)»,  hinc  7  =  ^,  ideoque 

du  =.  p  Qx  ^  ^  dy); 
ex    quo    intelligitur ,    quantitatem  p    ita   comparatam    esse    debere. 


ut  formula 

9«  4-  -|-  dy 
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per  eam  multiplicata  integrabiiis  evadat.  Quaeratnr  ergo  muidpli- 
cator  M  formulam 

integrabiiem  reddens,  ita  ut  sit 

/M  iQdx  -h  ?dy)  =z  s, 

quam  ergo  functionem  5  ipsarum  x  et  y  inveniri  posse  assumo , 
et  ob 

Qdx  -h  Pdy  r=  ^^ 

habebimus  3uzi:^,  undc  patet ,  ^  functionem  denotare  quan- 
titatis  s.  Posito  ergo  ^zizT^zizs^  statim  erit  uzizT^s^  hinc- 
que  vzijdx/BxY^Sy  in  qua  utraque  integratione  quantitas  y  ut  con- 
stans  spectatur.     Quocirca  resolutio  problematis  ita  se  habebit. 

Fro  formula  differentiali  Qdo^  +  Pdy  quaeratur  multiplicator 
M  eam  reddens  integrabiiem ,    ut  sit 

M  (Qaa:  +  Pay)  =  d^, 

et  inventa  hac  ipsarum  x  et  y  functione  s ,    erit 

z=ze?^/dx/dxT  'f  -4-c*xA  :y  -4-e^]£  :y. 

S  c  h  0  I  i  0  n. 

406.  In  istts  aequationibus  hoc  commodi  usu  venic,  ut  facta 
substitutione  zzize^v  ejusmodi  induant  formam ,  quae  facile  porro 
ad  speciem  simplicem  in  prima  secuone  consideratam  revocari  queat^ 
etiamsi  enim  differentialia  tertii  gradus  non  sint  destructa,  tamen 
reliqua  membra  ista  e  calculo  excesserunt,  ut  deinceps  nova  sub- 
stitutione  (j^)zzzu  uti ,  ejusque  ope  ad  aequationem  differentialem 
primi  gradus  perveniri  licuerit.  Unica  rgitur  substitutio  hoc  prae- 
stitura  fuisset,  si  statim  posuissemus  z  zzz,  ^ffu  dx^.     Utinam  prae- 
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oepta  haberentor,  qtiorum  ope  hojusmodi  substltationes  facik  digno- 
8ci  possunt!  Interim  postremo  problemate,  malto  iatius  pateme, 
in  subsidium  vocato  §.  209.  resolvi  poterit. 

Froblema      69. 

4  0  7-     Proposita  hac  aequatione  difFerentiali  tertii  gradus 
0  =r  (P -f- Q)  3  -  (2P -+- 3Q)  (f|)  ^  (P  +  3Q) (Jg)  -  Q  (fl:) 

ubi  P,  Q  ct  R  sint  functioncs  quaccunquc  daiae  ipsarum  x  et  y, 
invcstigare  indolem  functionis  z. 

S  0  1  u  t  i  o  * 

Eadcm  adhibita  substitutione  zzHt^v  y    qua   hactcnus   sumus 
usi ,  acquatio  proposita  transmutatur  in  sequcntem 

ubi  commodc  evenit ,  ut  posito  (~)  —  u ,  ista  resultet  aequatio 
diffcrcntialis  primi  gradus 

0   rr  Pu  -  Q(|)   -   R(|), 

unde  quaiis  ipsarum  x  tt  y  functio  sit  u  est  inquirendum.  Pona- 
mus  esse 

du  zn  pdx  -f-  gdy, 

et  quia  jam  illa  conditio  praebet 

Pu  z=:  Qp  -^  Rq, 

secundum  artificium  supra  §.  20  9.  usurpatum  formcmus  hinc  trcs 
sequentes  aequationes 
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M?udx  z=:  UQ^pdx  +  UKqbx ;, 
mudy   -:  THapdy   +  NRv^y, 
quae  in  unam  summam  coUectae  dabunt 

hdu  r4-  P  u  (Maa;  +  NDy)  =  p  [(L  -t-  MQ)  aa:  -+-  NQ  ^y] 
4-  7  [(L  4-  NR)  ay  4-  M  R  a  :r]  , 

ubi  cum  tres  quantitates  L,  M  et  N  ab  arbitrio  nostro  pendeant, 
inter  eas  statuatur  primo  ejusmodi  relatio,  ut  binae  partes  posterioris 
membri  communem  obtineant  factorem  scilicet 

L4-MQ:NQri:MR.:L-f.NR,  seu  L  —  —  MQ  —  NR  , 

et  habebimus 

—  du  (MQ  ^  NR)  4-  Pw  (Mdx  -f.  Nay)  :=  (M^  —  N;^)  {Kdx  —  Q  ^y). 

Quaeratur  multiplicator  T  formulam  Rdx  —  Q^y  reddens  integrabi- 
lem ,  ut  sit 

T(Raa:  —  Ql^y^-rzds  , 

ex  quo  tam  functio  T  quam  ^  ut  cognita  spectari  poteric,  et  quia 
nunc  habemus 

—  du  (MQ  -H  NR)  ^  Pw  (tAdx  -^Ndy")  zz  (M7  —  T^p)^  ,  seu 
du  ^  p(Mag-f-wa>) Nf>  —  M^      a^\ 

it  MQ-hl^R       — '  iTCMQ-hNR)  '  T  * 

Nunc  cum  P  ,  Q ,  R  sint  functiones  datae  ipsarum  x  et  t/ ,  probe 
notandum  est  inter  binas  nondum  definitas  M  et  N  semper  ejus- 
modi  relationem  statui  posse,  ut  formula  ~^q^^^-  integrationem 
admittat ;  sit  ergo  ejus  integrale  zzilw^  ita  ut  sit 

lix^        I     tvt:^     J_MQ-f-NR     atu 

3u  dw  ^^        Nf)  —  Hliq -\ 

"iT  w  "^  T  u.MQ  -HNR)  '  ^^' 

Vol.    III.  3  9 
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Necesse  ergo  est  quantiiates  /?  et  <f  ita  sint  comparatae,  ut  fiat 


Jip—Mq 


—  ^:s\ 


tt(MJ-4-NR) 

hincque 

lu  z:zltv  -+- 1:  s. 

X^oco  f:^  scribamus  /  r  :  ^ ,.  ut  prodeat' 

lizziwTis  y 
ac  .proptferea 

V  znf^x  f  wTix-X  rs  -+-  X  A  :y  -f^  2  :  J/. 

Consequenter 

^  :zz  e^/dx/w  ^a:  F  :s  -f-  e*  x  /^  :  y —^  c^  % :  t/i 

€  o  r  0  1 1  a  ri  u  m      1. 

4  0  8*  Ad  hanc  ergo  solutionem  ex  forma  proposita  statim 
eruendam,  primo  qttaearatur  ejusmodi  functio  ipsarum  x  et  y ,  quae 
Vooetm'  Sj  utsit 

a^  —  T  (R  aor  —  Q  ay) , 

id  quod  expedietur  multiplicatorem  T  investigando^  quo  fofrmula   dif- 
ferentialis  Rdx  -^  Qjdy  integrabilis  reddatur. 

C  o  r  o  iTa  r  i  iTm      2. 

-K)  9 .  Fraeterea  vero  qtioque  quantitatem  ^w  inYestigari  opor- 
tet.  In  hunc  finem  iriter  quantitates  M  ct  N  pjusmodi  rationem 
indagari   convenit,   ut   fiat 

quae   quidera  investigatio   s^mper   est  concedend^ 

5  c  h  o  1  i  o  n, 

410.  Cum  stktim  totum  negolium  eo  sit  perductum  ,  ut 
functio   u   ex   hac   aequatiune  definiri   debeat 
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sine  ambagibu6  ,  quibus  in  soIutloQe  sum  usus ,  solutio  sequenti 
modo  multo  facilius  absolvi  pot^erit  ^  4d  quod  iii6ig4ie  .supplementum 
m  sectionem  primam  fSuppeditat.      Statuatur 

(ll)  =  -LMu    et    (p  —  LN(/  , 

erit  primo 

P    ziz  L  (MQ   +  NR),.  hinc 

du   —   ds:   (^-|)   -i-  dy  (f^),    habebimus 

ubi  M  et  N  ita  accjpi  epo.rtet,  ut  jntcgratio  succedat ,  quod  cum 
innumeris  modis  fieri  possit,  solutio  hinc  completa  obtineri  est  aesti- 
manda.  Verum  dum  casus  integrationis  particularis  constet,  muUo 
commodius  inde  solutio  completa  sequenti  ratione  elicietur*  Posito 
scilicet 

w  —         MO  4-  NR       ' 

ita  ut  valor  ipsius  w  pvo  u  sumtus  jam  pwticuiariter  satisfaciat^ 
sitque 

Pu;  z:i:  Q  0   H-  R  0. 

Statuamus  pro  valore  completo  u  —  tvr.s,  et  facta  substitutionc^ 
consequimur 

PwT  :  s  =:,Q  .(|^)  r  :  .  +  R  4^)  r  :  ;.    , 

-h   Q"'  irJ  T'  :  s  -^  Rw  ilp  r  :  s, 
quae  aequatio  subito  in  hanc  contrahitur 

ex  qua  concludimus 

39  * 


Digitized  by 


Google 


308  CAPUT     II. 

(|i)=TR  et  (^)=:-TQ, 
ac  propterca 

unde  patet  hanc  quantitatem  s  inveniri  ex  formula  'Rdx  —  Q^, 
pro  qua  primo  factor  T  eam  reddens  integrabilem  quaeri,  tum  vero 
ejus  integrale  pro  s  sumi  debet.  Imprimis  igitur  hic  attendatur,  quam 
concinne  eandem  solutionem  eliccre  liceat,  ad  quam  per  tantas  am* 
bages  perveneramus. 

Pr  0  ble  m  a  68. 
411.      Froposita  hac  aequatione  difTerentiali  quarti  gradus 

ftuictionis  z  inventionem  saitem  ad  resolutionem  aequationis  sim- 
pUeioris'  reducere. 

S  0  I  u  t  i  o. 

Hanc  aequationem  attentius  contemplanti  mox  patebit,  ei  sa- 
tisfacere  hujusmodi  simpliciorem 

hinc  enim  per  y  diiferentiando  fit 
ajc  denuo  eodem.modo 

at  ex  ipsa  assumta  per  x  differentiata'  prodit 

^dxSy^^   —  ^W''» 
quo  valorc  ibi  inducte   colligitur 

quae  forraa  cum  proposita  congruit,  dum  sit  W  zr  t^a ,  quod  curar 
duplici  modo  evenire  qiseat 
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postquam  has  aequationes  simpliciores  resolverimns 

(|^   —  « (5I)  =  0  7    quae  praebeat  z  zi:  P , 
(p)  H-  a  (||)  =   0  ,    quae  praebeat  z,  =  Q, 

erit  pra  aequatione  proposita 

et  quia  tam  P  quam  Q  binas  functiones  arbitrarias  involvit,  integrale 
hoc  modo  inventum  quatuor  ejusmodi  functiones  complectetur,  ideo- 
que  errt  completum. 

G  o  r  o  II  a  r  i  u  m      1. 

412.  Sblutiones  particulares  infinitae  facile  eliciuntur,  ponendo 

faeta  enim  substitutione  fieri  necesse  est 

v^  —L  jJL|UL  aa  et  |ui  n  i:  ^*  • 

Sit  vi=Xa,  erit  jji  n::  Hh  ^^  ^'  ^'  integralc  satisfaciens 
s  =  6^«(>±>^»). 

CoroIIarium      2^ 

413.  Poni  etiam  potest 

z  zn  e^  cos.  (vy   -+-  a)  ,  * 


unde  fit 


V*  zrz  ikfiaa 


ut  ante,  ita  ut  alia  forma  integralium  particularium  sit- 

z  —  ^~^^^*cos.(X'a^  -H  a)- 

Hujusmodi    formulae   infinitae    conjunctae    integrale    completum  quasi 
exhaurire  sunt  pufandae. 
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Corollarium     ,3. 

4  14.      Eaedem    $o!utiones    reperiwniur  ,     pojiendo    generalius 
z  — XY,  unde   fit 

qua   acquatione  ita   repraesenlala 

utrumque  merabrum   eidcm  constanti   aequari   debiet. 

*  S  c  h  o  I  i  on. 
415.      Aequatio    autem   ad   quam   tptum   negotium   reduximus 

cx  eaium  est  numero,  quac  nullo  modo  «in  gcBcri  resolvi  .posse  vi- 
dentur  ,  ita  ut  in  solutionibus  particularibus  acqutescere  dcbeamus, 
Aequatio  autem  proposita  npn  in  tpcra  apeculatione  est  posita,  sed 
quando  iaminarum  elasticarum  vibrationes  cjuam  minimae  in  genere 
investigantur ;  ad  hujusmodi  aequationem  quarti  gradus  rcsolvendam 
pervenietur,:^quae  etiam  .'^causa  est,  quod  haec  quaestio  non  perinde 
atque  cordarum  vibrantium  in  genere  adhuc  resolvi  potuerit.  Si- 
mili  autem  modo  facile   intelligitur,    hanc   aequationcm  quarti   gradus 

(|^)  =  ««-('al^)   +•  2a6  (||)   -hbiz 
reduci   ad  hanc  geminatam  secundi  -gradus 

ncque  difficilc  est  alios  casus  a  posteriori  eruere ,  ubi  hujusmodi 
reductio   ad   gradum  inferiorcm  locum  invenit. 
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INTEGRATIONi:  AfeOUATIONUM    HOMOGENEARUM    UBI    SIN- 

GULI  TEJRMINI  FORMULAS  DIFFERENTIALES  EJUSDEM 

GRADUS  GONTINENT: 

P  r  ob  I  e  m  a   69. 

AequaUonis-  homogenieae  secundi  gradus 

integralcm,   seu  indolem   functionis  z  investigate^  denotantibus   irtteris 
A,   B,   C   quantitates  quasounqvie   constantcs. 

^  0  1  u  t  i  o- 

Hanc  aequatiohem  vbco  Kortiogeneara,  quia  formulls  differen- 
tiatibus  secundi  gradus  constat ;  neque  praeterea  alia«  quantitates 
yariabileB  involvit.  Ad  hanc  resolvendani  observo  ei  satisfacer? 
hujusmodi   aeqimtiortem   h^omogetieam   prinil   gradus 

hac   enira  duplici  modo  per  x  et  y  differehtiata  oritur 


Jam    iHa    per   A    hac    vero    per    —    multiplicata   junctim  propositaifi 
producenf;  st  fuerit^ 
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A  a  -f-  ^  r=  B ,  seu 

Aaa  —  BaH-Cz=:0; 

unde  duplex  valor  pro  a  resuUat,  quorum  uterque  per  aequationem 
assumtam  dabit  partem  functionis  quaesitae  z.      Cum  igttpr  sit 

dz  zrifdx  +  (^1/  -f-  aa^)  (|^) , 

patet    u-)    functiprnem    esse    debere    ipsius    y  —  a  x  ,     qua    posita 
—  T^:(y  —  exar)  ,   erit 

z  zizfx  -+-  r  :  (j/  —  ot  j:)  , 

denotante  f  constantem    quamcunque.      Quocirca   aequationis   propo- 
sitae   solutio  ita  se  habebit.  Formetur   primo   aequatio   algebraica 

cujus  factores  simpUces  sint 

u  rf-  a  et  M  4-  |3  , 
ita  ut  sit 

A  wu  ^  B  u  +  C  zz:  A  (w  4-  a)  (u  -+-  f3)  , 
tum  integrale   quaesitum   erit 

z  =/a:+  r  :  (t/  —  aa:)  ,+■  A  :  (y  ~  (3  x), 

ubi    cum    prima    pars  fx  jam   in  binis  functionibus  indefinitis  conti- 
neri  sit  censenda,   ob 

succinctius   ita   exprimetur 

z  =:  r  :  (y  —  ax)  -f-  A  :  (t/  ~  (ix), 
quod  ob  binas  functiones  arbitrarias  utique  pro  completo  est  haben- 
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dum :  unico  casu  excepto ,  quo  est  ^zzia.  Pro  quo  casu  statua* 
mus  p  rz:  a  -f-  da ,    et  cum  sit 

^  ••  [y  —  (a  -*-  doO  x]:=zL:(y  —  ax)^  xdaT^  :(y^a  x\ 

quia  pars  prior  jam  in  membro  priori  continetur ,  et  loco  poste- 
rioris  scribere  licet  xT  :  (y  —  ax)  ,  erit  pro  casu  (3  —  a  ,  seu 
BB  =:  4AC,    integrale 

z  =:  r  :  (y  —  ax)  -+^  xT  :  (y   —  ax). 

CoroIIarium      1. 

417.     Pro  casu  |3i=:a  manifestum  est,  integrale  etiam  hoc 
modo  exprimi  posse 

z  =:  T  :  (y  —  ax)  ^  yT  :  (y  -^   ax), 
quae  autem  forma  ab  illa  non  discrepat. 

Corollarium2, 


418.     Si  Crz:  0  ,  ut  sit 
hincque 


aO   +   B(3^^)    =    0, 


Auu  4-  Bu  =  Att  (»  •+-"),    ^i 
tt  =:  0    et    (3  =  1' 


et  integrale 


z  =  r:2/-f-A:(^-.2a?)=r:y-l-A:(A2/-.  Bx). 


Simili  modo  aequationis 


B  G^)  -f-  C  & 


integrale  est 

«  =  r  :  «  H-  A   :  (Cx   —   By). 
Vol  III.  40 
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Corollarium      3. 

419.  Porro  hujus  aequationis  * 

aaif^)  +  2ab  (i|)  -h  6  M^p)  =  0  ,    ob 

aauu   -f-  2abu  -^  b  b  ^  aa  (u   H — j-)^  , 

est  integrale 

z  =  r  :  (ay  —   bx^  +  xL  :  (ay  ~   &^). 

S  c  h  0 1  i  0  n. 

420.  Harum    integralium    forma  nuUa    laborat   difficultate , 
quamdiu  ae^uatio 

kuu  4-  Bu  +•  C  =1   0 
duas  habct  radices  reales,  sive  sint  inaequales  sivc  aequales;  quan- 
do  autem  hae  radices  fiunt  imaginariae ,  ut  sit 

a  =  |jL  -4-  y^y  —   1    et(3i=(x—   y/—  1, 
tum   functiones    arbitrariae    omni   fere    usu    destituuntur.     Etsi   enim 
indoles  fuhctionum    F   et  A  lineis   curvis  utcunque  ductis  repraesen- 
tatur,  ut  Y  *v  et  A :  i;  denotent  in  iis  applicatas  abscissae  v  con« 
venieates ,  nullo  modo  patet ,  quomodo  valores 

r:(;?  +  i7)/— 1)    et    A  :  (jo  — (/)/—  1)  , 

exhibevi  debcant ,  etiamsi  imaginaria  se  mutuo  tollant.  In  quo  in- 
gens  cernitur  discrimen  inter  fiinctiones  continuas  et  discontinuas , 
cum  \n  illis  semper  yalores  ita  expressi 

r:(pH-^7/—  1)4-  FiO^  —  y/—  1)     et 
A:(;?4-7/—  1)  —  A:(;>  —  y/—  1) 

realiter  ezhiberi  queaat,  id  quod  si  F  et  A  significent  functiones 
discontinuas  nullo   modo.  succedit.     His  igitur  casibus   solutia  gene- 
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ralis  hic  inyenta    ad  solas  functiones  continuas  restringenda  videtur, 
quandoquidem  discontinuae  applicationi  et  executioni  adversantur. 


P  r  ob  lema      70, 
421»     Proposita  hac  aequatione  tertii  gradus  homogenea 
A  O  4- B  Cgi;!^)  4- C  (^fl,) +D  (l^)  =  0  , 
ejus  integrale  completum  invenire. 

S  o  1  u  t  i  0. 

Huic  quoque  aequationi,  uti  in  praecedente  problemate,  satis- 
facere  aequationem  difTerentialem  simplicem  primi  gradus,  satis  lucu- 
lenter  perspicitur,  ex  quo  integrale  particulare  talem  habebit  formam 

z  zz:  T  :  (y  ^  nx). 

CoUigantur     hinc     singulae     formulae     differentiales    tertii     gradus  , 
quae  erunt 

<8l|i>  =  -*-  «  r^"' :  (y -+-/»:), ^  (0)  =h:     'r''i(y-^nx), 
quibus  substitutis ,   «quoniam  divisio  per 

V   :  (y  -^  nx), 
succedit ,    nascitur  ista  aequatio 

An^   -f-  Bn'  4-   Cn  4-  D  =   0, 

cujus  tres  radices  si  foerint   n~a,  nz=:|3,  nzziyy   evidens  est, 
aequationi  propositae  satisfacere  hanc  formam 

z  =  r  :  (y  -H  aa?)  4-  A  :  Q/  -»-  (3«)  +  S  :  (2/  -i-  yx\ 

40* 
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quae  cum  tres  functiones  arbitraxias  complectatur,  dubium  non  est, 
quin  ea  sit  integrale  completum.  Hoc  tantum  notetur,  si  duae  ra- 
dices  sint  aequales  puta  y  zzz  ^^  integrale  fore 

z  zr  r  :  (1/  -h  ao:)  ^-  A  :  (y-f.  (30?)  +  a?i: :  (y  4.  (3a?)  , 

sin  autem  adeo  omnes  ti^es  fuerint  inter  se  aequales 

Y  rr  j3  =:  a, 

tum  erit  integrale  quaesitum 

z  =:  r  :  (y  +  «07)  +  o:  A  :  Cj/  •+-  ox)  4-  ara;  2  :  (y  4-  ax). 

Quodsi  duae  radices  fuerint  imaginariae,  eadem  ^runt  tenenda,  quae 
modo  ante  sunt  observata. 

Corollarium      1. 

422.  Ultimus  casus ,  quo  tres  radices  sunt  aequales ,  etiam 
inde  est  manifestus,  quodsi  loco  yariabilium  o:  et  y  binae  norae 

t  —  xeiu  =  y^czx, 

introducantur ,     aequatio     proposita     contrahatur     in     hanc    formam 

(^,)  —  0,  cujus  integrale  manifesto  est 

z~r:w-f-a7A:u  -f-  ^ox^  :u. 

Corollarium      2» 

423.  Hinc  ergo  etiam  intelligiiur,  quomodo  in  aequationibus 
homogeneis  altioris  gradus,  si  aequationes  algebraicae  inde  formatae 
plures  habeant  radices  aequales ,  integralia  futura  sint  comparata. 
Ita  ut  etiam  tum  neque  casus  radicum  aequalium  neque  integralium 
uUi  difficultati  slt  obnoxius. 
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S  c  h  o  1  i  o  n. 

424.  Casus  autem  binarum  radicum  imaginariarum,  quibus 
functiones  arbitrariae  nulium  usum  habere  videntur,  ratione  functio- 
num  continuarum  quae  satisfaciunt,  uberiorem  evolutionem  merentur. 
Formulae  autem  his  casibus  in  integrale  ingre(fiente&  semper  ad 
hanc  iormam  reduci  possunt 

r:i^<cos.Cl)-f  ]/ — l.sin.Cj))-4-A:t^Ccos.(p  — /—  l.sin.(p), 

unde  primum  si  functiones  sint  potestates,  hujusmodi  valores  coili- 
guntur 

A  v^  cos.  n  0  +  B  t;*  sin.  nCl),  scu 
A  v^  cos.  (n  (p  -4-  a), 

quotcunque  enim  hnjusmodi  valores,  constantes  A,  ?i  et  a  utcunque 
mutando  adhiberi  possunt.  Deinde  si  functiones  denotent  logarith- 
mos ,  prodeunt  tales  valores  A  /i;  -f-  B(J).  Tertio  si  functiones, 
sint  exponentiales,  oriuntur  hi 

^v  C08.  (p  j- A  cos.  (t;  sin.  (|))  H-  B  sin.  (i;  sin.  (J))] 

et  generalius 

A  c'«''co».  'iCP  cos.  (i;^  sin.  n  <f)  +  a). 

Flurimae  autem  aliae  hujusmodi  formulae  ex  doctrina  imaginariorum 
elici  possunt,  quae  uteonque  cum  his  combraatae,  pro  parte  inte* 
grali  ex  binis  radicibus  imaginariis  nata  usurpari  poterunt ,  unde 
infinita  functionum  muttitudo  nascitur,  quae  solutionem  eompletam 
mentiri  videtur ,  neque  tamen  pro  completa  perinde  haberi  potest, 
atque  usu  venit  iis  casibus,  quibus  onines  radices  sunt  reales.  Hic 
autem  observetur,  nullum  adhuc  problema  mechanicmn  seu  physicum 
occurrisse,  quod  ab  hujusmodi  casu  penderet. 
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Problema      71. 

425.      Proposita    hujusmodi     aequatione    homogenea    gradus 
cujuscunque 

*  (&) + «  (s^y)  +  *=  (a^'  a^) +"'•  =  °  • 

ejus  integrale  invenire. 

S  0  1  uti  0. 

Formetur  hinc  aequatio  algebraica  ordinis  X 

An^-hBn^  — ^+Cn^  — ^H-etc.  =  0, 

cujus  radices  numero  X  sint 

n:rz:a^  w—  |3,  nrzy,  nn:5,  etc. 

quae  si  omnes  fuerint  inaequales  ,  integrale  completum  aequationis 
propositae  erit 

z  m  r  :  (y  -t-  aa:)  +  A  :  (y  -I-  |3ir)  -f.  2  :  (y  4-  yo:) . 
+  0  :  (y  -4-  Ja?)  -4-  etc. 

quarum  functionum  disparium  numerus  eric  n=  X.  Sin  autem  eveni- 
at,  ut  inter  has  radices  duae  pJuresve  reperiantur  aequales,  sciiicet 
p  =  o; ,  y  =  a  ,  tum  functiones  has  radices  aequales  invoiventes 
respective  multiplicari  debent  per  terminos  progressionis  geometricae 
hujus  1,  a?,  x\  etc.  vel  hujus  1,  j/,  y^  etc.  ita  ut  functionum  ar- 
bitrariarum  numerus  non  minuatur.  De  radicibus  autem  imaginariis 
perpetuo  ea  sunt  notanda  quae  ante  observavimus,  nisi  forte  functio- 
nes  arbitrarias  formulamm  imaginariarum  excludere  nolimus. 
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CoroIIarium      1. 

426.  Casu  radicum  aequalium  perinde  est,  .utra  serie  geo- 
metrica  utamur ,  siquidem  functiones  neque  aint  ipsius  x  neque  ip- 
sius  y  tantum.  Sin  autem  hae  functiones  fuerint  vel  ipsius  x  vel 
ipsius  y  tantum ,  tum  alterius  variabilis  diversae  progre^sione  geo- 
metrica  uti  oportet. 

Corollarium     2. 

427.  Si  in  aequatione  algebraica  termini  initiales  A,  B, 
C,  etc.  evanescant,  ut  radicum  numerus  exponente  X  minor  esse 
videatur,  tum  radices  deficientes  pro  infinite  magnis  sunt  haben« 
dae ,  .  quibus  functiones  ipsius  x  tantum  respondebunt  ^  in  integrale 
introducendae. 

Coroliarium     3. 

428.  Ita  si  fuerit  AiziO,  Biz:0  et  CrzO,  tres  radi- 
ces  CL  9  (3 ,  Y  in  infinitum  excrescere  sunt  censendae ,  ex  quibus 
nascetur  pars  integralis 

T  i  X  -^  y  L  i  X  ^  y^^  i  X. 

Sc  h  0  iion. 

429-  Quoniam  haec  pars  calculi  integralis  vix  excoli  coe- 
pit ,  ideoque  hujus  generis  investigationes  adbuc  prorsus  sunt  re- 
Gonditae ,  de  hac  sectione  plura  proferre  non  licet ,  ideoque  his 
partem  primam  libri  secundi^  quae  in  investigatione  fUnctionum  bi- 
narum  variabilium  ex  data  quadam  differentialium  relatione  ver- 
satur',    concludere   cogor.     Multo   autem  pauciora  circa  partem  al» 
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teram  hujus  libri  in  medium  afferre  conceditur  ^  ubi  calculus  inte- 
gralis  ad  functiones  trium  variabilium  accommodatur ,  hancque  ob 
causam  ne  operae  quidem  erit  pretium  ,  istam  partem  in  sectiones 
subditidere  multo  minus   sequentes  partes  attingere. 
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D  E 

FORMULIS  DIFFERENTIALIBUS  FUNdtlONUM  TRES 
VARIABILES    INVOLVENTiUM. 

P  r  o  b  1  e  m  a       7-?. 

430. 

■  # 

Si  V  sit  functio  quaecunquc  trium  quantitatum  yariabilium  -  x,  y  tt 
s,  ejus  formulas  difFerentiales  primi  gradus  cxhibere. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Cum  V  sit  functio  trium  variabiiium  x^  y  et  z ,  si  ea  more 
solito  differentietur ,  ejus  differentiaie  in  genere  ita  reperietur  ex- 
pressum 

dv  —  pdx  -+-  qdy  -4^  rdz. 

Tribus  scilicet  id  constabit  partibus,  quarum  prima  pdx  seorsim  in- 
venitur,  si  in  differentiatione  sola  quantitas  x  ut  .variabilifii  tracte- 
tur ,  binis  reliquis  y  ei  z  ut  constantibus  spectatis.  Simili  modo 
pars  secunda  q^y  impetratur  differentiatiene  functioniS' t;  ita  insti* 
tuta,  ut  sola  quantitas  y  pro  variabili,  binae  reliquae  vero  x  tt  z 
pro  constantibus  habeantur,   quod  idem  de  parte  tertia  rdz  est  te* 

41* 
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nendum,  quae  est  differentiale  ipsiuft  v  yariabilitatis  solius  quantita- 
tis  z  ratione  habita.  Hinc  patet ,  quomodo  per  differentiationem 
quantitates  istae  p,  9  et  r  seorsim  sint  inveniendae,  quas  hic  for* 
mulas  differentiales  primi  gradus  functionis  v  appellabo ,  et  ne  no- 
vis    litteris    in    calculum    introdacendis    sit   opus ,    eas    naturae    suae 

convenienter  ita  indicabo 

« 

Quaelibet   ergo   funetio    v   trium   variabilium  x^    y  ct  z  tres  habet 

formulas  differentiaies  priml  gradus  ita  designandas 

/3v\        /3t^^      /9i^v 
^dx)^     \dy)'   \dJ' 

in    quarum  qu&Iibet  unicae  variabilis  ratio  habetur,    dum*  binae  reli- 

quae   ut  constantes  spectantur,  et  quoniam  differentialia  per  divisio- 

nem    tolluntur,   hae    formulae   differentiales    ad    classem   quantitatum 

finitarum  sunt  refercndae. 

Corollarium      1* 

43 f.     £x  tribus  formulis  differentialibus   functionis  v  inventis 
ejus  differentiale  solito  more  sumtum  ita   constatur,  ut  sit 

oujus    ergo    formae    vicissim  integrale    est    ipsa    i!Ia    fttnctio    v ,     vcl 
ctiam  eadem  quantitate  quacunque  sive  aueta  sive  minuta. 

C  o  r  o  1 1  a  r  iu  m     2. 

''  '432.      Si  trium  variabilium  x,  t/  ct  z  ftinctio  v  fiierit  data- 
ejus  formulae  differentiales  singulae 

/dv\         f^*^^        ^^^\ 
..    j;  .     !S^V     ^dyJ'    vaii' 

iterum   erunt  functiones  certae  earundem  variabilium  x^  y  ct  z  per 

djfferentiationem  facile   invenieitdae.      Intcrim    tamen  evenire    potest, 
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iii    una    pluresve    yariabilimn    ex    hujusmodi    fomulis    difierentialibus 
prorsus  excedant. 

S  c  h  0  I  i  o  n      i. 

433.  Nihil  etiam  inipedit ,  quominus  quantitas  v  ut  ftmctio 
trium  variabilium  x^  y  et  z  spectari  possit,  etiamsi  forte  duas  tan* 
tum  inyolvat,  dum  scilicet  ratio  compositionis  ita  esc  comparata,  ut 
tertia  quasi  casu  excesserit ;  quod  eo  minus  est  mirandum  ,  cum 
idem-  in  functionibus  tam  \inius  quam  duarum  variabiiium  evenire 
possit.  Quoniam  enim  functiones  unius  variabilis  commodissime  per 
applicatas  cujuspiam  lineae  curvae  repraesentari  solent,  siquidem 
pro  curvae  natura  applicatae  ejus  ut  certae  functiones  abscissae  x 
spectari  possunt ,  casu  quo  linea  curva  abit  in  lineam  rectam  axi 
parallelam,  etsi  tum  applicata  quantitati  constanti  aequatur,  propterea 
tamen  ex  ilia  idea  generali ,  qua  ut  functio  abscissae  x  spectatur, 
neutiquam  excluditur ;  neque  enim  si  quaeratur  ,  qualis  sit  functio 
y  ipsius  X  ?  incongrue  is  respondere  est  censendus,  qui  dicat  hanc 
functionem  y  aequari  quantitati  constanti.  Quod  deinde  ad  functio- 
nes  binarum  variabilium  x  et  y  attinet ,  quas  semper  per  interval* 
la ,  quibus  singula  cujusdam  superficiei  puncta  a  quopiam  plano  di- 
stant,  repraesentare  licet,  dum  binae  variabiles  x  ct  y  in  hoc  pla- 
no  accipiuntur,  manifestum  est  utique  superficiem  ita  comparatam 
csse  posse  ,  ut  functio  illa ,  vel  per  solam  x,  vel  per  solam  y  de- 
terminetur.  Quin  etiam  si  superficies  fuerit  plana  ipsique  illi  plano 
parallela ,  functio  illa  adeo  abit  in  quantitatem  constantem  ;  neque 
propterea  minus  tanquam  functio  binarum  variabilium  considerari 
debebit.  Quamobrem,  etiam  quando  tractatio  circa  functiones  trium 
Tariabilium  versatur ,  in  eo  genere  etiam  ejusmodi  functiones ,  quae 
tantum  vei  pcr  binas  vel  unicam  trium  variabilium  x^  y  ct  z  de- 
terminantur,  vei  adeo  ipsae   sunt  quantitates  constantes. 
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S  c  h  0  1  i  o  n      2. 

434.  In  calculo  differentiali  jam  est  ostensum,  functionum 
plures  variabiles  involventium  differentialia  inveniri  ,  si  unaquaequc 
variabilium  seorsim,  tanquam  sola  esset  variabilis,  spectetur ,  atque 
omnia  differentialia  iude  nata  in  unam  summam  conjicianim\  Quod- 
si  ergo  differentiatio  hoc  modo  instituatur,  sirigulae  istae  operationes, 
deleto  tantum  differentiali ,  praebebunt  formulas  differentiales ,  quas 
his  signis 

indicamus  :  simulque  intelligitur,  quomodo  etiam  functionum  quatuor 
pluresve  variabiles  invblventium  formulae  differentiales  sint  invenien- 
dae.  Circa  funciiones  autem  trium  variabilium  a?,  j/  et  s  exempla 
aliquot    subjungamus ,    quibus    earum    ternas    formulas    differentiales 

exhibebimus. 

E  X  e  m  p  1  u  m      1 . 
43  5.      Si  fimctio  trium  variabilium  sit 

ejus  formulae  diff^rentialcs  ita  se  habebunt. 

Cum  per  differentiationem  prodeat 
dv  zz  adx  -f-  ^dy  -+-  ydz, 
manifestum  est  fore 

sicque  omnes  tres  formulas  differentiales  esse  constantes. 

Exemplum     2. 

43  6.     Si  functio  trium  variabilium  sit 
V  ~  x^  y^  z^   . 
ejus  formulae  differentiales  ita  se  habebunt. 
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Diiferentiatione  more  solito  peracta  fit     ^ 

unde  perspicuum  est  fore  formulas  differentiales 

(g)  =  \aP^-'y^z\  (g)  =:  yix^y^-'z\  (g)  =  yx^yi^z^-\ 

quae  ergo  slngulae  sunt  noyae  functiones  omnium  trium  variabilium 
x^  y^  z,  nisl  exponentes  X,  jui,  v  sint  vel  nihilo  vel  unitati  aequales. 

Exemplum     3. 

43  7.  Si  functio  v  duas  tantum  involvat  variabiles  x  et 
y,  tertia  z  in  ejus  composUionem  non  ingrediente^  formulae  dif- 
ferentialcs  ita  habebuht. 

Quia  functio  v  duas  tantum  variabiles  x  ti  y  implicat,   ejus 
*  diiferentiale  hujusmodi  formam  induet 

dv  in  pdx  H-  qdy  +   Odz, 

tertia  scilicet  parte  ex  variabilitate  ipsius  z   orta  evanescente  •    un* 
de  habebimus 

Coroliarium. 

438.  Hinc  ergo  vicissim  pat^t ,  si  fuerit  (g^)  ni  0  ,  tum 
fore  V  functionem  quamcunque  binarum  variabilium  x  et  ^,  quam 
in  posterum  ita  indicabimus  vznTiix^y)^  denotante  Tiix^y)  func- 
tionem  quamcunque  binarum  variabilium  x  et  y. 

S  c  h  0  I  i  0  n. 

439-  Mox  ostendemus ,  quando  functio  trium  variabilium 
ex   data  quadam  relatione   seu    conditione    formularum  differentialium 
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inrestiganda  ,  proponitur  ,  qualibet  integratione  introduci  ftmctionem 
quamcunque  arbitrariam  binarium  variabiliura ,  atque  adeo  in  hoc 
consistere  criterium,  quo  haec  pars  culculi  integralis  a  praeceden- 
tibus  distinguitur.  Quemadmodum  enim ,  dum  natura  fiinctionum 
unicae  variabilis  ex  data  differentialium  conditione  iuvestigatur ,  in 
quo  universus  liber  primus  est  occupatus  ,  per  quamlibet  integratio- 
nem  quantitas  constans  arbitraria  in  calculum  invehitur,  ita  in 
parte  praecedente  hujiis  secundi  libri  vidimus ,  si  functiones  bma- 
rum  variabilium  ex  data  formularum  difTerentialium  relatione  inve- 
stigari  debeant ,  tum  ad  essetitiam  hujus  tractationis  id  pertinere , 
quod  qualibet  integratione^  non  quantitas  colistans  sed  adeo  func- 
tio  unius  variabilis  prorsus  arbitraria  in  calculum  introducatur  ;  etsi 
enim  plerumque  hae  functiones  veluti  T  :  (a^  -+-  j3j/)  ambas  varia- 
biles  X  Gt  y  implicabant ,  tamen  ibi  tota  quantitas  acc  -^  ^y 
ut  unica  spectatur ,  cujus  functionem  quaracunque  illa  forraula 
r^:  (aa;-f-(3y)  denotat,  Nune  igitur ,  ubi  de  functionibus  trium 
variabilium  agitur ,  probe  notandum  est ,  qualibet  integratione  func- 
tionem  arbitrariam  duarum  adeo  variabilium  in  calculum  introduci : 
ex  quo  simul  indolem  integrationum  ,  quae  circa  functiones  plurium 
variabilium  versantui' ,   colligere  lioet. 

P  r  o  b  1  e  m  a     621 

440.  Si  sit  t;  functio  quaecunque  triura  variabilium  a:, 
y  tt  s,  ejus  formulas  differentiales  secunidi  altiorumque  graduum 
exhibere. 

S  o  1  u  t  i  o. 
Cum  ejus  formulae  differentiales  primi  gradus  sint  tres 

^d*^»      ^dy^'      ^a»^' 
quaelibet   instar   novae    furictionis    considerata   iterum    tres   suppedl- 
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tabit  formulas  difTerentiales  ^  quae  autem  ob 

reducentur  ad  sex  sequentes 

j^d^v       /^^\      r^^\      ( ^^ \      /  ^^ \      /^y.\ 

ex  quarum  denominatoribus  intelligitur ,  quaenam  trium  quantliatum 
x^  y,  z  in  utraque  diflfferentiatione  pro  sola  variabili  haberi  debeat. 
Simili  modo  cvidens  est  formulas  differentiales  tertii  gradus  dari 
decem  aequentes 

.W^'     Wcjy^»     ^dx^^' 

Formidarum  porro  differentialium  quarti  gradus  numerus  est  15, 
quinti  21  etc.  aecundum  muneros  triangulares ;  simulque  ex  cujus- 
que  forma  persptcnmn  est ,  quomodo  ejus  valor  ex  data  fiinctione 
t^  per  repetitam  differentiationem ,  in  qualibet  unicam  variabilcm 
contiderando,  elici  debeat. 

Coroliarium      1. 

441.  £n  ergo  omnes  formulas  differentiales  cujusque  gra- 
dus,  quaa  ex  qualibet  iunctione  trium  variabilium  derivare  licet  per 
differentiationem ,  quae  porro  ut  functiones  trium  variabilium  spec* 
tari  possunt. 

442.  Quemadmodum  ergo  ex  hujusmodi  functione  data 
omnes  ejus  formulae  differehtiales  ope  calculi  differentialis  inveniun- 
tur,  ita  vicissim  cx  data  quap^am,  formula  diffcrentiali»  vel  duarum 
pluriumve  relatione  quadam ,  ope  calculi  integralis  ipea  illa  functio» 
tinde  eae  nascuntur,  invcstigari  debet. 
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S  c  h  0  1 1  0  n     I. 

443.  In  calculo  quldem  differentiali  parnm  refert,  utrum 
funotio  difFerentianda  unam  pluresve  variabiles  involvat ,  cum  prac* 
cepta  difFerentiandi  pro  quovis  variabilium  numero  maneant  eadem ; 
quam  ob  causam  etiam  calculum  difTerentiijilem  aecundum  hanc 
functienum  varietatem  in  diversaa  partes  distingui  non  erat  opus. 
Longe  secus  autem  accidit  in  calculo  integrali ,  quem  secundum 
hanc  functionum  varietatem  omnino  in  partes  dividi  necesse  est, 
quippe  quae  partes  tam  ratione  propriae  indolis  quam  ^ratione  prae^ 
ceptorum  maxime  inter  se  discrepant.  Quema^modum  igitur  hanc 
partem  circa  functiones  trium^  variabilium  occupatam  tractari  con* 
veniat,  ejcponendum  videtur.  Ac  primo  quidem  ii  casus  commodis- 
sime  evolventur,  quibus  unius  cujusdam  formulae  differentialis  valor 
datur ,  ex  quo  indolem  functionis  quaesitae  deiiniH  oporteat ,  quo- 
niam  baec  investigatio  nulla  laborat  difHcuItate.  Deinde  fai;gii8modi 
quaestiones  aggrediar ,  quibus  relatio  quaepiam  inter  dnas  pluresve 
formulaa  difTerentiales  proponitur:  ubi  quidem  pIuriaHxm  refert,  cu- 
jusnam  gradus  eae  fuerint,  aiquidem  ex  primo  gradu  plures  casus 
expedire  Ilcet ,  dum  ex  aUioribus  vix  adhuc  quicquam  in  medium 
afTerri   potest  :   hunc  ergo   ordinem  in  ista   tractatione  observabo. 

5c  h  0  11  on      2. 

4  4  4.  Videri  hic  posset,  ad  functiones  triuih  variabilium  dc- 
finiendas ,  duas  adeo  conditiones  seu  rclationes  inter  formulas  difTc- 
rcntiales  admitti  posse ,  neque  unlca  praescripta  quaestionem  esse 
determinatam.      Quodsi  enim  ponatur 

dv  —  pdx  -f-  qdy  4-  ''3? »  

ubi  litterae  p^  g,  r.  vicem    gerunt    formularum    dlffercntialium    primi 
gradus,   atque  verbi  gratia  hae  duae  proponantur  conditiones.,  ut  sit 

7  rz  p    et    r  rr  p , 
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ac  propterea 

dv  zzz  p  (dx  4-  5i/  -f.  dz), 
manifbstum  est  solutionem  dari  posse  scilicet 

t;  —  r  :  (a:   -f-  y   -f-  s). 
Yerum  ad  hanc  objectionem  respondeo ,    in   hoc  exemplo  casu  eve- 
nire,  nt  binae  conditiones  simul  consistere  possint,    altera  enim  pa* 
rumper  immutata,    ut  manente  gzzzp  esse  debeat  rzz.pxj   ideoquo 

dv  zzi  p  idx  ^  3|/   -f.  xdz) ,      : 
perspicuum  est ,    nullum  pro  p   ralorem  exhiberi  posse ,    per  quem 
formula  diiferentiaiis 

dx  -+-  dy  ^  xdz 
multiplicata  integrabilis  reddatur,  quod  unicum  exemplum  sufHcit  ad 
demonstrandum,  duabus  conditionibns  praescribendis  hujusmodi  quaesti- 
ones  evadere  plusquam  determinatas ,  neque  propterea  solutionem 
admittere  nisi  certis  casibus,  quibus  quasi  altera  conditio  jam  in 
aitera  involvitur.  Quocirca  semper  unica  relatio  inter  formulas  dif- 
ferentiales  proposito  omnino  sufficit  problemati  determinando ,  quod 
idcirco ,  quia  per  integrationem  functio  arbitraria  indefinita  ingredi* 
tur ,  aeque  parum  pro  indeterminato  esc  habendum  ac  problemata 
calculi  integralis  communis  ,  quorum  solutio  constantem  arbitrariam 
introducit. 
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C  A  P  u  T    n. 

D  £ 

INVENTIONE    FUNCTIONUM    TRIUM    VARIABILIUM    EX    DATO 

CUJUSPIAM  FORMULAE  DIFFERENTIALIS  VALORE^ 


F  r  0  b  I  e  m  a      7-4. 

445. 

Dato  Talore  cajuspfam  formulae  dtfferentialia    primi  gradus  ,    inve* 

stigare  ipsam  functionem  trium  TariBbilium  ,  ex  qua  iUa  formuta 
diiferentialis  nascitur. 

S  0  I  u  t  i  Or 

Sit  V  functio  quaesita  trium  Tariabiiium  x^  y  et  z,  et  S  ea- 
rundem  functio  data  quaecunque,  cui  formula  differentialis  (^)  de« 
beat  esse  aequalis.  Cum  igitur  sit  (^^  =:  S  ,  erit  posita  sola 
quantitate  x  variabili ,  binis  reliquis  vero  y  tx  z  ut  constantibua 
spectatis  ,  dv  zz  Sdx  ,  ideoque 

V  —  f^dx  -^  Const. 

ubi  notandum  est  in  integratione.  formulae  Sdx  ambas  quantitates 
y  tXz  pro  constantibus  haberi,  et  loco  constantis  functionem  quam- 
cunque  ipsarum  y  ti  z  scribi  debere ,  ex  quo  functio  quaesita  ita 
exhiberi  poterit 
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V  =z  /Sdx  -I-  r  :  (1/  et  2), 

hie  8cilicet  T  :  (y  tt  z)  qaantitatem  quamcunqtte  ex  biniayquantita- 
tibus  y  et  ^,  una  cum  constantibus  utcunque  conilatam  denotat. 

Simili  modo  ti  proponatur  (g-)  iz:  S,  erit 

V  =  /Say  +  r:(a;    ct    z), 

et  haec  aequatio  (^)  =:  S  integrata  praebet 

V  =;  /Sdz  -♦-  r:(a?    et    y). 

C  or  0  1 1  a  r  i  u  m      i. 

# 

446.  Hic  jam  abunde  intetligitur ,  integratione  hujusmodi 
functionum  loco  constantis  introduci  functionem  arbitrariam  duarum 
quantitatum  variabilium ,  atque  adeo  in  boc  cbaracterem  harum  in<^ 
tegrationum  este  constituendurn» 

C  o  rollarium      2. 

447.  Hic  ergo  istud  problema  solutum  dedimus,  quo  quae- 
ritur  functio  v  trium  variabilrum  ar,  j/,  s,  ut  posito 

dt?  zir  pd^  -+-  qby  4^  rbz^ 

fiat  vel  pniiS,    vel  ^rz  S,  vel  r  zz  S  existente    S   functione   qua- 
cunque  data  easdem  va.riabiles,  vel  duas,  vcl  unicam  involvente. 

Corollarrum      3r 

448.  Quodsi  igitur  esse  debeat  K—)  —  0,  seu  ;>~0,  func- 

tio     quaesita     erit     1;  —  T :  (j/    et    s) ,     et    ut   fiat    (^)  n:  0    erit 

1;  —  r  :  (^    et    z)  ,    tum   vero    ut    fiat    (^-)  —  0  ,    necesse    est    fit 
i;  zz  r  :  (a;   et  f/). 
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S  ch  ol  i  o  n      1. 

^49«  Quemadmodum  in  praecedente  parte  functiones  arbi- 
trariae  unius  variabilis  per  applicatas  curvarum  quarumcunque  sive 
regularium  sive  etiam  irregularium  repraesentari  poterant,  ita  in 
hac  parte  functiones  binarum  variabilium  arbitrariae  per  superfici- 
em  pro  lubitu  descriptam  repraesentari  possunt.  Ita  si  super  plano, 
in  quo  binae  coordinatae  x  et  y  more  solito  assumuntur,  superfi^ 
cies  quaecunque  expansa  concipiatur ,  tertia  coordinata  distantiam 
cujusvis  superficiei  puncti  ab  illo  plano  designans,  functionem  quam- 
cunque  binarum  variabilium  x  ct  y  repraesentabit.  Hocque  modo 
aptissime  vera  idea  hujusmodi  functionum  constitui  videtur,  cum  ex 
ea  non  solum  ratio  harum  functionum  regularium  sed  etiam  irregula* 
rium  perspiciatur. 

S  c  h  ol  i  o  n      2. 

450.  Hic  etiam  notari  convenit,  hujusmodi  functiones  bina* 
rum  variabilium  infinitis  diversis  modis  etiam  designari  posse.  Va- 
riatis  enim  in  plano  memorato  binis  coordinatis  x  et  y^  in  binas 
alias  t  et  u,  ut  sit 

<  —  aa;   -f-  (3y  et  uznyx  -+-  Sy^ 

manifestum  est  functionem  binarum  variabilium  t  et  w  seu  r:(^  et  it) 
convenire  cum  functione  ipsarum  x  et  y  seu  T :  (x  et  y);  si  enim 
loco  t  et  u  illi  valores  pro  x  et  y  substituantur  utique  prodit  func- 
tio  duas  tantum  variabilcs'  x  tt  y  involvens.  Atque  multo  gene- 
ralius  si  t  aequatur  functioni  cuipiam  datae  ipsarum  x  et  y,  pari- 
terque  u  hujusmodi  alii  functioni,  tum  T  :  (t  et  «)  facta  substitutio-. 
ne  abibit  in  functionem  ipsarum  x  et  y  ita  exprimendam  A :  (x  et  y) ; 
non  enim  necesse  est  ut  idem  functionis  character  T  rationem  com- 
positionis  quasi  denotans  utrinque  sit  idem,  cum  hic  in  genere  de 
functionibus  quibuscunque  agatur.  Quare  si  in  scquentibus  forte 
ejusmodi  functiones  occurrant 
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r  :  {ax  -}-.  by    et   fxx  -+-  gyy),    vel 
r  :  [^ixx  ^  yy)    ct    /  y ] ,  ctc. 

carum  loco  semper  haec  forma  simplex  T :  (x  et  y)  scribi  potest. 

S  ch  ol  i  on      3. 

451.      Solutionis ,    quam    dedimus,    consldcratio  nobis  suppe* 
ditat  scquentcs  reflexiones.      Frimo  posito 

dv  z=z  pbx  4-  q^dy  -f-  rdz , 

si  debcat  esse  ;;  ziz  Q^)  m  0,  fiet 

dv  =2  qdy  -+-  r3z, 

undc  patet  v  ejusmodi  esse  quantltatem ,  cujus  diflferentiale  hanc 
habiturum  sit  formam  gdy  -+-  rdz ;  quod  fieri  nequit,  nisi  quantltas 
V  fuerit  functlo  biflarnm  variabilium  y  et  z  tantum ,  tertia  x  peni- 
tus  exclusa  ;  et  quia  circa  quantitates  7  et  r  nulla  conditio  prae- 
scribitur^  recte  pronunciamus,  loco  quantitatis  v  accipi  posse  functl- 
onem  quamcunque  binarum  variabilium  y  ets,  seu  esse  vz:T:(y  et  z), 
quam  eandem  solutionem  conslderatio  formutae  (|^)  rz:  0  suggessit. 
Deinde  si  esse  debeat  generalius  (^)  zz  p  —  S,  denotantc  S  quanti- 
tatem   quamcunque  ex  variabilibus  rr,  7/,  z  conflatam,  habeblmus 

dv  —  Sdx   -4-  qdy  +  rdz, 
quae    aequatio   ita    resolvitur.       Quaeratur    primo    inlcgrale   formulac 
5dx  sola  quantitate  x  ut  variabili  spectaia,  quod  sitmV;  haecque 
quantitas    per  omnes  tres  variabiles  diflTcrentiata  praebeat 

av  =:  Sdx  ^  Qdy  -+-  Kdz, 

ex  quo   cum  sit 

Sdx  rr  av  —   Qdy  —  Rdz,  crit 
St;  =:  av  ^  (qf   ~    Q)  dy   4-  (r   —    R)  dz,  seu 
a.(i;    —    V)  =z  iq    —    Ci)ai/  +  (r    ~    R)^::^, 
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unde  ut  ante  patet ,  quantitatem  v  —  V  functioni  Gulcunque  bina* 
rum  variabilium  y  ct  z  aequari  posse.  Quare  ob  Y  zzz /Sd x^ 
prodit  ut  ante 

V  z=z  fSdx  4-  r  :  fs^  et  z)  ; 

hocque  ratiocinium,  quo  isthuc  pervenimus ,  diligenter  notarl  mere* 
tur,  cum  etiam  in  parte  prima  eximium  usum  praestare  possit. 
Proposita  enim  aequatione 


quia  est 


erit 


9.(|)=:aa:(|g)  +  dy(a^),    et 
d  .  (|)=a^04-dy(p), 


-d*v  ,  ^  /^\  m^^         /ddZy 


«a  .  (g)  -H  a  .  (g)  =  (^.)  (oBx  -f.  aady)  \ 


-*-<!£>  c«ay  +  a^)^ 


seu 


<^ '  <li)  -*-  ^  •  (^)  =<^^ + «^y)  c«  (S)  -^  (^)! . 


oujus  posterioris  membri  integrale  manifesto  est  T:(x-i-ctt/y,  hincque 

(|)  =  -   «  (g)  -+-  ar  :  (X  -4-  oy), 
quo  una  integratio  absoluta  est  censenda.     Quare  cum  sit 

az  =  dx  (|)  4-  dy  (|) , 

habebitur 

dz  =  (g)  Qx   —   oa^)  -J-  oa^r  ;  (a:  4-  oy). 
Sit^  (g^)  =  p  et  a:  —  ay  =  f ,    ut  fiat 

d2  =  pdt  4-  «ayr^  :  (<  -4-  2rty)  , 
pro  duabus  %'ariabilibu8  f  et  y ,    hincque 
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z  zz:  1  r  :  (^  -f-  2  ay)  -f-  /a  «  [>  —  ^  r :  (<  ^-  2  ay^] 
=  r:(x  ^a0  -+-  A  :  (o:  —  aj/) , 
quia  * 

C^.tznLix-^  ay^    et    T  i{t -\^  2ay^z^T  :ix  ^ay). 

Pr  oble  m  a      75. 

462.  Investigare  indolem  ftmctionis  trium  variabilium  x,  y, 
3J,  cujus  formula  quaedam  diflferentialis  aecundi  gradus  aequetur  da- 
tae  cuipiam  functioni  S. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Denotet  v  functionem  quaesitara ,  et  cum  ejus  sex  dcntur 
formulae  differentiales  secundi  gradus,  ponamus  primo  esse  debere 
(dfs)  —  S  ,    et  integratione  semel  instituta  prodit 

(|5)  :=zf^dx  4-  r  :  (f/  et  z), 

iteinimque  integrando 

V  =z/dx/Sdx  -^xT  :  (y  et  z) -f-  A  :'(y  et  z)  , 

ubi  in  formulae  /dx/Sdx  duplici  integratione  sola  quantitas  x  ut 
variabilis  spectatur,  quemadmodum  jam  supra  est  inculcatum,  Simi- 
lis  autem  omnino   est  intgratio  aequationum 

(p)  =  S    et    (|g)  =  S. 
Pro    reliquis    formulis    difierentialibus    secimdi    gradus    sufficit    hanc 
unam   (^^>  :=  S   resolvisse  ;    quae  primo  per  solam  variabilem  x 
jntegrata  dabit  * 

(g)  =  /Sdx   -H  f  :  (!/  et  z).        ^ 
Deinde  altera  integratione  per  solam  variabilem  y  instituta  coUigitur 

V  z=z/dy/Sdx  4-/3^/  f :  («/  et  z)  +  A  :  (o?  et  z)  , 
Vol.    III.  43 
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ubi  primum  observo ,  partem  primam  nullo  discrimine  ordinis  inter 
binas  variabiles  x  ti  y  habito  ita  fj^^x^dy  exprimi  posse.  Dein- 
de  quaacunque  fuerit  i  i  iy  et  z)  functlo  ipsarum  ^  et  z  ,  si  ea 
per  dy  multiplicetur,  et  spectata  z  ut  constante  integretur^  evidens 
est  denuo  functionem  ipsarum  y  tt  z  prodire ,  et  quia  illa  nuUo- 
modo  determinatur ,  etiam  hanc  fore  indeterminatam  ideoque  arbitra 
riam,  unde  statuere  poterimus 

V  =:  f/Sdxdy  -+    r   :   (y  et   s)  ^-   A   :   (r  et  5). 

Corollarium      1. 

453.      Hic  observo  per  integrationem  formulae 
fdy  f  :  (y  et  2) 
jam  sponte  formulam   A  :  (a:  et  z)  invehi ;  cum  enim  ibi  sola  quan- 
titas  y  ut  variabilis    spectetur,    loco  quantitatis  constantis  per  inte* 
grationem    adjiciendae    functio    quaeconque    ipsarum  x  ei  z    scribi 
poterit. 

C  o  r  0  1 1  a  r  iu  m      2. 

464.      Quodsi    functio    illa    data   S    evanescat ,    sequentes  in- 
tegrationes  provenient 

si  (-3^5)  r=  0  ,  erit  u  —  a?  F  :  (j/  et  c)  -h  A  :  (y  et  z) 

si   ( g^)  r=  0  ,  erit  v  —  yT  :  ix  Qi  z)  -^-  l^  :  (x  et  s) 

si  (^)  =  0  ,  erit  v z=i  zT  :  {x  ci y^  -+-  A  :  ix  ct  y) 

^'    hld^^   ~  ^  '  «^'t  «^  =    r  :  (X  et  3)  -f-  A  :  (t/  et  s) 

*•   fe>  =  ^  '  «'^•^  ^  =    r  :  Cr  et  y)  -h  A  :  (y  et  ^) 

'•   ^S^  =  ^  '  «'■•^  ^  ~   r  :  (X  et  7/)  H-  A  :  (y  et  3) 
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Corollarium      3. 

45  5.  Quia  hic  duplici  opus  est  intcgratione ,  atque  etiam 
duac  functiones  arbitrariae ,  utraque  binarum  variabilium  ,  •  in  caicu- 
lum  sunt  invectae ;  hoc  certissimum  cst  criterium  ,  haec  intcgralia 
inventa  esse  completa. 

S  c  h  o  I  io  n. 

456.  Aiio  etiam  modo  haec  eadem  integralia  erui  possunt, 
qul  nititur  princtpio  supra  (•   451.)  indicato  ,  quod  si   fucrit 

3t;  zi:  S  3  a?  -f-  qdy  •+-  ^3s ,    fore 
V  =  /SDo;  +  f  :  (y  et  z). 

Secundum  hoc  principiura  ergo  si  fuerit  (^);:r:S,    erit 

3 .  (g)  =  sdx  +  ay (3^)  ^  dz  (^§i), 

qua  forma  cum    illa    collata ,    loco  v    habemus  (^)   et  loco   q  et  r 
has  formulas 

ex  quo  integrale  erit 

(|^)  =z  /Sdx   ^  {  :  (y  ci  z). 
Cum  jam  porro  sit 

at;  — (|)aa.H-(g)ai/-f-(g)'az,    erlt 

dv  z=  dxfSdx  +  aa;f :  (1/  et  s)  -H  dV  (%)  -^  ^^  (|i). 

unde  pariter  manifesto  sequitur 

u  —fdcn/Sdx  -h  xF  :  (y  et  s)  -f-  ^  •  (j/  ct  s) . 

Pari    modo    operatio    est    instituenda    pro    aequatione    (^^)  —  S , 
inde  enim  fit 

a..(g)-sd.z~hay(f^.)-4-a:.(,%), 

43* 
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cujus  integrale  est 

(g)  —  /Sda:   4-  f  :  (y  et  s)  : 
altera  integratio  instituatur  in  hac  forma 

,        dv  =  dyjTSdx  +  at/f :  (y  et  z)  -+-  dx  (^^)  ^  dz  (g), 

unde  ob 

/dy  f  :  (y  et  z)  =  r   :  (y  et  s)  , 

obtinetur  ut  ante 

V  ZZl  //Sdxdy  4-  r  :  (y  et  z)  -h   A   :  (a;  et  z). 

Pr  o  bl  e  m  a   76. 

457.  Inve^tigare  indolem  functionis  ti4um  variabilium  x,  y 
et  z,  cujus  quaedam  formula  difTerentiaLis  tertii  gradus  aequetur 
datae  cuipiam  quantitati  S ,  ex  illis  yariabilibus  et  constantibus  ut- 
cunque  compositae. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Posita  functione  quaesita  =:  v ,  percurramus  non  tam  singu* 
las  ejus  formulas  difierentiales  tertii  gradus  ^  qnam  eas  quarum  ra- 
tio  est  diversa.  ^ 

Sit  igitur  primo  (^)  zz:  S,  et  prima  integratio  statim  dat 

(|g)=:/Saa;H-2r:(y  et  z)  , 
tum  vero  altera 

(S>  =/^^/S^*  -'-  2a:r  :  (y  et  z)  +  A  :  (y  et  z)  , 
unde  tandem  colligitur 

V  •zz.fdxfdxfSdx  -^xxT:iy  ct  z) -+-  arA  :  (.y  ct  z) 

4-2:(y  et  z). 
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Sit 


d'v  .  


secundo  (^i^)  —  S,  et  binae  priores  integrationes  ut  ante  dant 

(^)z=zfdx/Sdx^xr:(t/  et  s)  +  A  :  (y  et  s), 

quia  nlinc  ut  vidimus,  pro  /dyT  :  (y  et  z)  scribere  licet  T  :  (y  et  z\ 
per  tertiam  integrationem  invenimus 

t;=:/^S3a?%-|-a?r  :(y  et  z)H-A:(y  et  z)-+.2:(a;  et  s). 

In  his  autem  duobus  casibus  omnes  formulae  differentiales  tertii 
gradus ,  variabilibus  permutandis ,  continentur ,  sola  excepta  ultima 
hac   (^j^-g^)  »    quam  idcirco  seorsim  tractari  oportet. 

Sit  jgitur  <g^g  Q^)  zn  S,  ct  prima  integratione  per  solam  va- 
riabilem  x  instituta  obtinetur 

(^■)  —  fSdx  -h  f  :  (y  ct  z)  ; 
nunc  secundo  integretur  per  solam  variabilem  y^    ac  reperietur 

^^z=zff?idxdy+Ti(y  et  z) -*- A  :  (a;  et  z) ; 
unde  tandem  tertia  integratio  per  z  dabit 

V  =:f^Sdxdydz  ^-  T :  (y  et  z)  -H  A  :  (^  et  z)  -^  2  :  (a:  et  y)  , 
sicque  problema  perfecte  est  resolutum. 

Corollarium      1. 

45  8.  Quoniam  hic  triplici  opus  erat  integraUone ,  integralia 
inventa  etiam  tres  functiones  arbitrarias  complectuntur  ^  easque  sin« 
gulas  binarum  variabilium  ,  quemadmodum  natura  integralium  com- 
pletorum  postulat. 

C  o  r  o  iTari  um      2. 

459.  Si  quantitas  data  S  evanescat,  integralia  haec  se- 
quenti  modo  se  habebunt 
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si  fuerit  (—")  =  0  ,    erit 

V  zz.  xxV :  (f/  ct  s)  -f-  «A  :  (y  et  z)  -f-  2  :  (y  et  2) , 
si  fuerit  (^l^^  z=.  0  ,    erit 

t;  r:  a;r  :  («/  et  s)  4-  A  :  (y  et  2)  ^  S  :  (37  et  3)  , 
si  fuerit  (5^;^^-,)  =  0  ,    crit 

i;  —  r  :  (y  ct  z)  -4-  A  :  (a:  et  s)  -+■  S  :  (^  et  j/)  . 

S  c  h  o  I  i  0  n. 

460.  Eadetn  integralia  etiam  altera  methodo  supra  expo- 
sita  inveniri  possunt ,  superfluumque  foret  singulas  operationes  hic 
apponere.  Aeque^  parum  autem  opus  erit  has  investigationes  ad 
formulas  differentiales  altiorum  graduum  .  prosequi ,  cum  lex  pro- 
gressionis  functionum  arbitrarium  singulas  integralium  partes  con- 
stituentium,  cum  per  se  tum  per  ea  quae  supra  sunt  exposita,  sa- 
tis  sit  manifesta.  Quare  huic  capiti ,  quo  una  quaedam  formula 
differentialis  quantitati  datae  aequari  debet ,  plane  est  satisfactum. 
Antequam  autem  ulterius  progredior ,  duos  adhuc  casus  satis  late 
patentes  proponam ,  quorum  resolutio  facile  ad  praecedentes  jam 
tractatas  calculi  integralis  partes  reducitur ,  quam  propterea  hic 
tanquam  concessam  assuraere  licet,  siquidem  difficultales,  quae  in  iis 
occurrunt,  non   ad  praesens  institutum  sunt  referendae. 

P  r  o  b  1  e  m  a      77. 

461-  Si  in  relationem  propositam  ex  qua  naturam  functio- 
nis  trium  variabilium  a:  ,  y  et  s  definiri  oportet ,  aliae  formulae 
diflFerentiales  non  ingrediantur  ,  nisi  quae  ex  unica  variabili  x  ori- 
untur  ,    quae  sunt 

^Tx>^     fe>'     (a^3>'     ^^^- 
functionem   quaesitam   invcstigare. 
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Solutio. 

Cum  aeqoatio  propositam  continens  relationem  alias  formu- 
las  differentiales  praeter  memoratas  npn  comprehendat,  in  ea  binae 
quantitates  y  et  z  pro  constantibus  habentur,  ideoque  etiam  in  sin- 
gulis  integrationibus  tanquam  tales  tractari  possunt.  Hinc  aequatio 
proposita  duas  tantum  variabiles  x  et  v  involvere  est  censenda,  et 
rejectis  formtilarum  differentialium  vinculis  ,  habebitur  aequatio  diffe- 
rentialis  ad  librum  primum  referenda,  in  qua,  si  ad  altiores  gradus 
exsurgat,  elementum  d^'  constans  sumtum  est  putandum.  Quodsi 
ergo  praeceptorum  ibidem  traditorum  ope  haec  aequatio  integrari 
queat ,  tum  loco  constantium  per  singulas  integrationes  ingressarum 
substituantur  functiones  arbitrariae  binarum  variabilinm  y  et  z, 
veluti 

r :  (y  et  s)  ,  A  :  (y  et  s)  ,  etc. 

sicque  habebitur  solutio  completa  problematis  propositi. 

CoroIIarium      1. 

462.  Praeter  plurimos  igitur  integrabilitatis  casus  in  libio 
I.  expositos ,  etiam  sequentes  aequationes  differentiales  quamtumvis 
alti  gradus  resolutionem  admittent 

S=:At;-hB      (g)  +  C      (^J^)  +  D      (^l^)  ^  etc,   et 

S=:At;-f.Ba:(^H-Cx'(|g)-f-Dx3(^llO  +  etc. 

Corollarium      2. 

463.  VincuUs  enim  abjectis  ejusmodi  habentur  aequationes 
differentiales ,  quales  in  extremis  capitibus  libri  I.  integrare  docui- 
mus.  Tantum  opus  est ,  ut  loco  constantium  per  integrationes  in- 
gressarum  scribantur  tales  functiones 
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r  :  (y  et  z) ,    A  :  (y  ct  z)  ,    S  :  (t/  et  2),    etc. 
ut  hoc  pacto  integralia  completa  obtineantiit* 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

464.  Huc  etiam  referri  possunt  ejusmodi  relationes  propo- 
sitae  ,  in  quibus  formulae  differentiales  bina  elementa  dx^et,^  m- 
volventes  ita  continentur ,  ut  hoc  dy  ubique  eundem  habeat  dimen- 
sionum  numerum,  cujusmodi  sunt 

ipsa  autem  tum  quantitas  v  nusquam  occurrat.  Si  enim  tum  pro 
priori  casu  ponatur  (^)  n:  u ,  pro  posteriori  vero  (|-5)  —  u  ,  re- 
latio  ad  casum  problematis  revocabitur,  alias  formulas  differentiales 
non  continens  praeter 

et  ipsam  forte  functionem .  u.  Quare  si  aequationem  per  praecepta 
supra .  tradita  integrare ,  indeque  functionem  u  definire  licuerit ,  tum 
restituendo  loco  u  vel  (g),  vel  (|^),  nt  fiat  (g)zz:S,  vel(||^)=S, 
etiam  hinc  per  praecepta  hujus  capitie  ipsa  functio  v  determinabi- 
tur.  Quin  etiam  hoc  modo  resolvi  poterunt  aeqnationes  hujusmodi 
tantum  formulas  diiferentiales  compiectentes 

/af^-^vA  /aft+v+iA  /aft4-v+2^\ 

ubi    omnia    tria    elementa    d  x  ^    d  y  ^  ^^   occurrunt ;    posito   enim 

/d^^'v\ 

\  7i  Bt^  y  j  —  ^?  tota  aequatio  alias  formulas  non  continebit  praeter 

/du\  ^Bdux  /3'tt\  4 

(di)'     (dx')'     (aF)'      etc. 
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ttnam  cum  ipsa  functione  u,  ncque  ad  casum  hujus  problematis  erit 
referenda^  ex  cnjus  resolutione  si  prodierit 


„  =  s  =  (|l^\ 


exlstente  jam  S  functione  cognita,  inTestigatio  ipsius  functionis  v 
jam  nulla  amplius  laborat  difBcultate.  Datur  autem  praeterea  alius 
casus  ad  libri  IL  partem  priorem  reducibilis,  quem  sequenti  pro* 
blemate  sum  expediturus. 

P  r  0  b  1  e  m  a     78. 

465.  Si  in  relationem  propositam,  ex  qua  trium  variabi- 
lium  x^  y^  z  functionem  v  definiri  oportet,  aliae  formulae  difieren- 
tiales  non  ingrediuntur,  nisi  quae  ex  variabilitate  binarum  o:  et  ^ 
tantum  nascuntur ,  tertio  elememo  d  z  penitus  excluso ,  functionem 
V  invcstigare. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Quoniam  in  aequationem  resolvendam,  qua  relatio  proposita 
continetur,  quantitas  z  non  ut  variabilis  ingreditur,  quotdttnque  in- 
tegrationes  fueiint  instituendae,  in  iis  ita  quantitas^  tanquam  esset 
constan^  tractari  debet.  Hujus  ergo  aequationis  resolutio  ad  par* 
tem  praecedentem  est  referenda,  cum  functio  binarum  tantum  va- 
riabilium  a?  et  y  ex  formularum  differentialium  relatione  data  sit 
investiganda;  quodsl  itaque  negotium  successerit  et  integrale  ftierit 
inventum,  in  eo  totidem  occurrent  functiones  arbitrariae  unius  va- 
riabilis  certo  modo  tn  x  ti  y  conflatae,  quot  integrationibus  fuerit 
opus.  Sit  T  it  hujusmodi  functio ,  ubi  t  per  o:  et  ^  dari  assumi* 
tur:  ac  nunc  ut  ista  solutio  ad  praesens  institutum  accommodetur, 
ubi  quantitas  z  variabilibus  annumeratur,  loco  cujusque  functionis 
arbitrariae  T :  t  scribatur  hic  T:  (t  et  z) ,  functjo  sciticet  duarom 
variabilium,  sicque  habebitur  integrale  completum. 

Vol.  III.  44 
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C  aroliari um     1. 

466.      Si  ergo  haec  proposita  fuerit  aequatio 

quia  In  parte  praecedente  invenimus 

t;  z=  r  :  (a:  +  a  y)  +  A  t  Ca?  —  a  y>, 

pro  c^stt  praesente,  qoo  v  debet  esse  fiinctio  trium  Tftrjabiliam  or, 
y  ti  Zy  integrale  ita  se  habeblt 

t;  =:  r  :  (o?  -f.  a  y  et  z)   -h  A  :  (^  —  ay  ti  z). 

Coroltarium      2. 
467«     Hic  scilicet  meminisse  oportet,  forn>am 

Tiix  -hay  et  z), 

designare  functionem  quanicunque  binarum  Tariabilium,  quarum  al- 
tera  sit  ziz  x  -^ay^  altera  rero  ziz z ;  und^  ipsam  functionem 
per  applicatam  ad   ccrtam   superficiem  relatam  repracsentare  licebit. 

S  c  h  o  I  i  o  n« 

468.  Non  solum  autem  aequationea  in  problemate  deserip* 
tae  ad  partem  praecedentem  calculi  integra5s  redacentur,  sed  etiam 
ttaumerabiles  aliae,  quae  faeta  quadam  substitutione  ad  eam  for* 
loam  rerocantur.  Veluti  si  m  aequatione  proposita  aliae  fbrmulae 
difierenliales  non  occurrant,  nisi  in  quibus  omnibus  unica  dimensio 
elementi  dz  reperrtur,  quae  sunt 

idy\      fddv  \      /ddv\      f  d'*w_\      /   y v    \      /  Vv  ^        . 
^d*/»    Vidxd»/»    Vd>d«/'   WdJ'    Wj^d»/*    Vd-yW»    ^^^* 

manifestum  est  posito  (J^mu,  aequationem  illam  in  aliam  traiis- 
formari,  ex  qua  jatti  functlonem  u  investigari  opoxteat»  earaque  ad 
casum  in  problemate  expositum  referri.  Quare  si  inde  indoles 
ftmctionis  u  definiri  potuerit,  ut  sit  wzzS^  restat  ut  baec  aequa* 
tio  (^— S  resolvatur,  unde  ut  ante  vidimus,  fit 
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v=/sa«4-r:(a?  ct  y\ 

Hoe  idem  tenendum  -est,  si  aeqnazio  propotita  ope  substitutionls 

(19  =  14,  vel  ^=u,  etc 

ad  casum  problematis  reduci  queaU  Quin  etiam  per  ae  eet  per« 
spicuum^  €1  ope  transformationis  cujuscunque  aequatio  proposita  ad 
casum  problematis  reduci  queat;  tales  autem  transformationes  supra 
plures  exposui,  dum  yel  loco  funct^onis  quaesitae  v  alia  u  introdu* 
citur  ponendo  vzzl^u^  vel  ipsae  yariabiles  x^  y  tX  z  m  alias  p^ 
q^  r  mutantur,  quae  ad  illas  certam  teneant  rationem,  quod  nego* 
tjum  pro  casu  duarum  Tariabilipm  supra  fusius  ezplicavi;  kocque  ita 
perspicuum  est,  ut  similis  reductio  ad  hunc  casum  trium  Tariabi« 
lium  facile  accommodari  queat  In  sequentibtis  tamea  forte  ejua» 
modi  transformationes  occurrent;  ad  alios  ergo  casus,  ubi  omnis 
generis  formulae  differentiales  occurrunt,  progredior^  vix  ultra  pri- 
ma  elementa  rem  producturus. 


AA' 
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CAPUT  m. 

'D  E 

RE80LUTI0NE  AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM  PRIMI 

GRADUS- 

Froblema     79- 

469. 

i^i  pro   functione  v  trium  variabilium  x^  y,  z^  posito 

dv  zzipd  X  -+-qr3y-f-r32,  fucrit 

ctp  -^-jS^-h  vr  nzo, 
indolem  functionis  v  definire. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Cum   sit 

ydv  —  ypdx--\^yqdy  —  iap  -^^  q)dz^  erit 

ydv—piy^dx^ tt-d-z)  -4^q(ydi/  —  (3^^), 

ide^que  ponendo 

y  X  —  azzzz  t  et  y  y^  ^z^u^ 

habebitur 

ydv  rzipdt  ^q^  u; 

unde    patet   quantitatem   v   aequari    funotioni    cuicunque  binarum    va* 
riabilium   t  et  u,  ita  ut  sit 

v  —  TLit  et  M), 

et  restitutis  valoribus  assumtis 


i^  ir:  r :  (y  or  —  olz  et  yy  —  f3  s) , 
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quae  ergo  est  sohitio  problematis,  di  inter  formulas  diiTerentiales 
proponatur  haec  conditio,  ui  sit 

cujus  itaque  aequationis  integrale  clarius  ita  exhibetur 
»  =  r:g-|. .?-!). 

Corollarium      1. 

4  70.     Evidens  est»  hoc  iutegrale  etiam  ita  exprimi  posse 
..=  r:(2-f  .t|_|)>     ■      . 
quandoquidem  in  genere  ut  supra  observavimus ,  est 

r:(x  et  y)  —  A:(t  et  u),        ' 
siquidem  /  et  u  utcunque  per  o:  et  y  determinentun 

Corollarlum     2. 

471.      Quin  etiam  afBrmare  licet,    contthutis    hte  tribua.for* 
mulis 

quantitatem  v  esse  functionem  quamcunque  trium  harum  formula* 
rum;  siquidem  unaquaeque  jam  per  binas  rellquas  datur,  ac  prop* 
terea  v  x)ihilominus  functioni  duarum  tantum  quantitatum  variabiliwn 
aequatur. 

Problema      80.  •    .. 

4  72.      Si  pdsito^  '         ,  ' 

d  vzzzpd  X  -^'qdy-\-  rd  z^ 
haec  conditio  requiratur,  itt  sit 
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pa?-H(9',|/.-t-ra'iz;»i/,  aett 

indolem  hujus  functionis  v  iniFetdsttre. 


6  o  I  tt  t  i  o. 

Ex   condkione   praescripta  caplatur    yalor  rziz^'^'^^^^^^ ^ 
^o  sttbstituto  fit 

Quo   primum   membrum  kitegrabHe    ceddattir,    mtthiplicetur   per  -^ 
}t«  ttt  jam  habeanmi 

Cum   tiunc    quaniitatcs   p   et   q   non  sint  ^  inatae ,    quoniam  in 

gmuarfti  esL  tadi  aeqtiatione 

dV=:PdX  -+-QaY 

sequitur 

V=:r:(X  et  Y), 

pro  nostro  casn  colligimus 

S-rrget^),  seu 

t;=z'r:5  etf). 
Si   scilicet   functio    quaecunque   binarum   quantitatum  j  ct  f  per  z*. 
seu  etiam  quod  eodem  redit  per  «*  vel  y*  mnUiplicclur,  oritur  ra- 
lor  idoneus  pro  functione  v  conditioni  praescriptae  saiisfaciens. 
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C  orollftrifim     <. 

473.  Perspicaam  autem  est,  formam  F:^  et  ^  exprimere 
ejusmodi  functionem,  m  qtta  tres  variabiles  Xj  y^  z  ubique  consti* 
tuant  milhim  dimensionum  numerumy  ac  viciasim  bmnes  hti^usihocK 
functionea  in  forma  illa  contineri. 

CoroIIarium      7. 

474.  Multiplicatione  autem  porro  facta  per  z*^,  oritur  func* 
tio  homogenea  trium  rariabilium  x^  y^  z^  ctgua  dimensionum  nu« 
merus  est  =:  n ;  unde  solutio  noatri  problematis  ita  enanciari 
potest,  ut  quanticas  quaesita  v  sit  functio  homogeaea  trium  yariabi- 
lium  x^  y  tt  Zy  dimensionum  numero  e»stentc  zz.n. 

C  o  r  a  1 1  a  r  1  u  m      3  • 

475.  Quodsi  ergo  conditio  praescripta  sit 
px-^qy-^-^rzznQ^  seu 

quantitas  v  erit  functia  homogenea  nullius    dimeirsionis    trium   yaria^ 
bilium  X|  y  tl  z. 

S  c  b  0  1  i  0  ir. 

476.  Simili  modo  solutio  suceedit,  si  conditio  praescript» 
postulet,  tlt  sit 

«px -j-P^y -f-yr«rznt;,  seu 

tum  eniin  ob 
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quae  aequatio  sequenti  forma  exhibeatur    .     . 

ydv  ^  n9%  ^^  gx  fydx  ^  ad»\         qy  ry^  P^gx  ^ 

cx  qua  concludimus ,    integrale   primi  raerobri  y  Iv  -^  nlz  aequari 
fixnctioui ;  cuicuoque  i))parum  quantitatum 
ylx  —  alz  ct  y  ly  —  ^i z, 
et  logai-ithmorura  numeris  sumtis   fore 


Ponamus  ainj,  (3iii^  et  yzzJ,  ut  conditio  prae«cnpta  sit 


aa-22 


r* 


—  =  ^^> 


et  solutio  reducetur  ad  hanc  (orraam 

Quodsi  poiTO  scribamus 

«^=:X,  8^:r:Y  et  s^rrZ,  fiet 

t;  =  Z»A:(|  et  I), 

ideoque  quantitas  quaesita  v  est  functio  homogenea,  in  qua  tres 
variabiles  X,  Y  et  Z  ubique  eundem  dimensionum  numerum  —n 
adimplent. 

Problema      81. 

477.     Si  posito 

dvzizpdx^gdy-^rdz, 
haec  conditio  praescribatur  ut  sit 

px^qy^rzznnv-^d, 
existente  S   functione   quacunque  data   variabilium  x^  «/,  s,    investi- 
gare  naturam  fimcuonis  quaesitae  v. 
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S  ^e  l  n  t  i  oL 
'Cum  ,  conditio   praescripta  praebet 


seu 


Sit  jc  znfz  et  y  — Ms,  ut  jam  S  fiat  functio  trium  variabilium  t^ 
w  et  s  ,  et  formula  drfferentialis  ^^  ita  integretur,  ut  quantiia- 
tes  t  et  u  constante^   habeantur,  quo  integrali  po^ito   —  V,   ejpit 

'i;   =  Vz'^  H-   2^r  :  .<*-    et   -^^)  , 

ubl  pars  posterior  slgnifioat  ftinctioncm  liotoogencam  txium  Tariabi- 
Uum  .a:,  y^  s,   iiuinero   dimewsiomim   exisiente   zn «. 


C  o  r  o  1 1  a  r  i  ti  m      l^ 
47  8.      Si   S   sit   quantltas   constans    rzC,     crit 

bincque  primum   integralis   membrum 


y^s^  ^  —  -^ 


cx  quo  perspicuum  est  cundem   valorem  prodiluaum  •fuisse^     quantl- 
tatibus  x^  y^  z  inter  se   permut&tis. 


C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      2 . 

4?-9.      Si   S   sit  innctio   homogenea   ipsarum  x,  y,  z,  •dimex>- 
siouum   numero   existente   =:m,   quia   tum   posito  x:zzitz  et  yziLU^ 
sit   S  ~  M;^^  ,>  ita  ut-  M  tiintuxn  quaniiiales  t  et  u  involvat ,  ideoK 
Vol.   IIL  4i 
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que  pro  constante  sit  habenda  ,    prodit 

sicque   primum  integralis  membrum  erit  —  ~zz^  ' 

C  o  r  o  1 1  a  ri  u  m      3. 

^8  0.      At  si  hoc  casu  sit  m  zzz  n  ,    &t 
y  =  Mlz  -^  C  =:  Ulaz, 

et  primum  integralis   membrum 

Pari  jure  id   autem  ferit 

Slby    vel     S/a.r; 

id  quod  satis  est  manifestum ,  cum  horum  valorum  diflferentia  fiat 
functip  homogenea  n  diraensionum ,  ideoque  in  altero  integralis 
raembro  contincatur. 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

4&1.     Frincipium    hujus    solutionis    in    hoc    iemmate   latissime 
.  patente  continetur ,    quod   si  fuerit 

av  —  sdz  rz  pax  -+-  QaY  , 

ubi  S  denotat  functionem  datam  ,  P  et  Q  vero  functiones  indefini- 
tas ,   futurum  sit 

V  —  /SaZ  H-   r   :   (X    et   Y), 

at  hic  non  sufficit  indicasse  in  integratione  formulae  SdZ ,  solam 
quantitatem  Z  pro  variabili  haberi ,  sed  insuper  notari  convenit, 
binas  X  et  Y  tanquam  constantes  tractari  debere.  Quare  si  forte 
S  sit  proposita  funqtio  aliarum  trium  variabilium  a:,  y,  z ,  ex  qui- 
bus  hae  X,  Y,  Z,  quarum  ratio  hic  est  habenda,  certo  modo  nas- 
canxur,  primum  loco  x^  y^  z  istae  X,  Y  et  Z  introduci  debent,.  ut 
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fiat  S  funtio  harum  X ,  Y  et  Z ;  tuiti  vero  demum  binis  X  et  Y 
pro  constantlbus  solaque  Z  pro  variabili  sumta ,  integrale  J^z  est 
capiendum.  Ita  in  casu.  problematk  pro  integrali  f-rT'^  »  quanu- 
tates   ~  et  —   ut    constantes  sunt  spectandae  ,    sola  z   pro  variabili 

sumta ;  ex  quo  in  functione  S  statni  oportet  x  'rztz  et  y  ~  wz, 
ut  S  fiat  functio  ipsarum  z,  <~^  et  u— -,  quarum  binae  poste- 
riores  pro  constantibus  sunt  habendae.  Hoc  ergo  casu  insignis 
crror  committeretur,  si  quis,  sumta  z  variabili,  reliquas  o:  et  ^y  ut 
constantes  tractare  voluerit,  quoniam  ambae  x  et  y  etiam  variabi* 
lem  z  involvere  sunt  censendae.  Quod  autem  variabilibus  permu- 
tatis  primum  integralis  membrum  idem  resultare  debeat,  ut  isit 

inde  patet ,  quod  posito  xzzitz  et  dx  zz:  l^z ,  ob  t  constantem 
sumendam   fiat 

^  J  in--fri  l    Z  J  ^-n^j-n^Ti  Z   f  ^^  » 

in  utraque  enim  integratione  rationes  variabilium  - ,  ^ ,  * ,  pro 
constantibus  sunt  habendae ,  hincque  in  reductione  facta  quantitas 
<  ni  -  recte  ut  constans  spectatur. 

» 
P  r  0  b  le  m  a     82. 

48  2.      Si  posito 

dv  rz:  pdx  -f-  qdy  -4-  rdz, 
haec  conditio   praescribatur,  ut  esse  debeat 
pL-4-9M-+*rNzi:0, 

existentibus    L^    M,    N    functionibus  datis  respective  variabilium  x^ 


45 
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y    ct.  Zr-  wmpe  h   jpsius   jp,    M    ipsius    y,  et  N  rpsius^z.  tnntum, 
jnaturam  functionis  quaesitae  v  definire; 

S  o  I  u  t  i  o^ 
Ob  r  —  -^iP^^^^  aequatio  principatis  fit 
dt;   rr  pQx    ^^)^q  (dy  ~  **!?)  ,   vel 

d.   =  pL(5    -  ^)    -+-    qU^i    -    |). 
Statueiur 

<=/*^-/^ « »■=/1  -/^. 

vt  fiat 

3t/  ziz  pLdt   -+-  7  M  ^tt, 

ct  manifestum   est,  -quantitatem   v   aequari   debcre   functioni    cuicunque 
bimirum    variabilium    t    et    ii ,    quas   ita   quoque   describcre   licet ,    ut 

positis    formulis  tribus   intcgralibus   /*-- »  -/"if  »    ^^  /  fi  ^    P^^   f   et  u 
sumi.  oporteat  dlfrerentias  intcr  blnas  earum^ 

S'c  h  o  l'i  o  n       1. 

4  8  3.  Soldtio  ctiam  successisset,  duraipodo  ^  fuisset  fimctio 
ipsarum  a:  et  z,  et  j^  ipsarum  y  et  z  tantum ;  tum  enim  multipli- 
•atores    P    et    Q   ad.  integrationem    apti   quaeri   debuissent  ,    ut   fieret 


et  ob' 


dv   -  f  -h   "^"  ,   foret^. 


V  zrz  T  :  (t    et    m)\ 

Permutandis   vero   variabilibus   a; ,   t/  et  z ,   ctiara   aRi   casas  resolubi- 
lesr  prodeunt.      (^uanda  autem  quantitates»  L^  M,  N  alitec  sunt  com- 
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paratare,  ria  non   patet  ccrta  a4  solutionem  perveniendi,   quac  certe 
feaud   parrum   abstrusa  videtur,   cwm   pro.  hoc    casfl   satis    simplici 
Qr-h  z") p  -+-  (x  -^  z)  q  A-  (x  -^  y)  xzn  0 

pcr  plurcs  ambages  tandem  ad  hanc  pervenerim  solutionem  ,  ut 
posito 

/  z=l  (j:  -f-  y  -^  s>(:r  —  z)""   et   u  zza  (x  ^  y  -^  z)  iy  ~  s/, 

fiat  v—  r  :  (i  et  «) ;  quoniam  igitur  binae  quantitates  t  tx  Uy 
quarum  functio  qaaeciinque  loco  v  posita  conditioni  satisfacit ,  hoo 
casu  tantopcre  sunt  complicatae ,  generaliter  mnlto  rainus  solutio- 
nem  expectarc   iicebit. 

S  c  h  o  r  r  o  n"      2. 

>JS4.  Ad  plurcs  autem  alios  casu$  snlutio  extendl  potest. 
Si  funciiones  datae  L,  M,  N  ita  fuerint  comparatao,  ut  alias  E,  t, 
G,   H    rcperire    ITccat ,     quibus*  tiat 

E  (bx   -   ^l?)   -f-  F  Oy  —  ?-?|5)   —  dt    et 
G   (dx    -  •  ^^*)   -+.   H  Qy.  -    ^ll?)   =  au . 
tum   enim   posito 

p  =:   FE    4-  QG    et    ^   ~   PF   •+-  QH  ,    fict 
dv  ziz   Vdt   -4-  Q^u\ 

ubi  P  ct  Q  sunt  funrtiones  indcfinitae  loco  p  ei^  g  introduotac, 
quantitas  v  acquabitur  funcuoni  cuicunquc^  binaram~  variabilium  t 
et   u  y    seu    erit 

V  —   T  V  (t  et   i/); 

Totum  ergo  negotium  huc  redit,  ut  pro  datis  fnnctionibus  L,  M,  N, 
functionos  R,  F  et  G,  H  invcniantur  ,  qaod  quidem  scmper  prae- 
stari  posse  videtur,  sed  haec  ipsa  quaestio  plerumque  ditficilior  eva- 
dit  quam    ipsa    proposita,      Sutiicit    autem    binas    eJLUsmodi   functioncs 
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E  et  F  indcque  quantUatem  t  investigasse ;  quia  deinceps  permu- 
tandis  variabilibus  rc,  y,  z,  una  cum  respondentiljus  L,  M,  N,  sponlc 
idoneus  valor  pro  u  elicitur.      Ita  in  exemplo   ante  allato 

Lzn^H-z,     M  —  0:4-2;,     N:n.r-4-J/» 

postquam   invenerimus 

f  =   (a:  -f-  t/    -f^  z)   (o:    —    zf', 
sola   permutatio  statim  praebet 

M  rz:   (a:   -4-  y  +  z)    (y   —   s)*  , 
vel   etiam 

u  =  (X  -^  y   -h  z)   Cx  —  yf, 

P  r  0  b  I  e  m  a      83. 

4  8  5.      Si  posito 

dv   —  pdx  +  ^dy  +  f^^ 
haec   conditio   praescribatur , .  ut  sit  pqr  —  1  ,    naturam   funciionis  v 
investigare. 


S  0  1  u  t  i  o. 


Ob  rzrz~,    erit 


dv  =1  pdx  4-  qdy     .     ^^ 


dz 
.   pax   -t-    ^c^y    H- 

unde   colligimus 

qua  transformatione  id  sumus  assecuti ,  •  ut  formula  integralis  bina 
tantum  difFerentialia  dp  et  dq  involvat.  His  igitur  in  locum  prin- 
cipalium  introductis  concludimus ,  illam  formulam  integralem  aequari 
debere  functioni  cuicunque  binarum  variabilium  p  ct  q.  Sit  S  ta- 
lis   functio  ,     ut   fiat 

V  —  px   ^  qy  ^  ^^^  ^  S, 
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ct  jam  supcrcst,  ut  cum  litterac  p  et  q  in  calculo^  rctincantur  aliae 
duac  elidentur ,  id  quod  inde  est  petendum ,    quod  sit 

dS  =  (a:   ~  ^)   a/>  +   (y  —  ^^-)  87. 
ideoquc 

^  -  m  =  ^ai>   ^\y  -  fr,  =  W- 

Nunc  igitur  solutio  ita  sc  habebit.  Introductis  his  tcrnis  variabi- 
libus  p ,  qr  et  z ,  sumtaque  binarum  p  ti  q  funGtione  quacunque 
S  ,    capiatur 

ac   tum  functio  quaesita  v  ita  definietur  ,    ut  sit 

Vcl  si  malimus  v  per  ipsas  tres  variabiles  x^  y,  z  cxprimerc  ,  ex 
binis   aequationibus 

-  =  ^  +  <'l> "  »  =  ;,i^o 

quaerantur  valoi^es  ipsarum  p  ei  q ,  quibus  in  functionc  S  substi- 
tutis  erit 

vz=:pX'+-qy^^^S, 

sicque  quaesito   erit  satisfactum. 

Corollarium      1. 
*  486.      Si  funciio   S  sumatur  quantitas   constans   C  ,     ob 
ppq   =:   -J    et    pqq   —   y,     erit 

P^   —    y  xy'     hmcquc 
p   —  y  ^    et    q   —   y  yy\    unde  fit' 
v  rr   3  y  xyz   —    C  , 
qui   cst  valor   particularis   problcmati   satisfaciens^ 
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-C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m      2. 
4  8  7.     Quoniam  in   conditione  praescripta 
pcfrz=:i;    seu  (^l)   (g)  (f^)  =   1 

tantiim  diffcrentlalia  trium  yariabiliiun  x ,  y  tt  z  occurrmit ,  eas 
quantitatibus  constanlibus  ^quibusvis  augere  licct ,  unde  nascitur  so- 
lutio  aliquanto   latius   patens 

r:^    3  y  (X    -f.  a)  (2/   -h  6)  (s   -+-  .^)    —    C. 


V 


S  c  h  o  I  i  o  n      1 . 

4  8  8.      Alius    datur    praeterea    ca^us    facilem   eyoliuionem   ad- 

•mittens,  ponendo   S—2cy/pq^    unde   colligitur 

Vy    9/  «  _^  Vjt    3/  z 

P   =    Vi    y    V^—c     et    9    _    -^-   y     -,— --^  ^ 

ideoque    S   —   2  c  y   yj^—  • 
Assequimur  ergo 

V  m   sYz  iy/xy    —   r)^ , 
et  ))ermutandis  variabilibus  simili  modo   hnbcblmus 

t;  —  3  }/y  {^ xz  —  6)*  et  t;  —  3  y  ar  (|/  ys  —  af^ 

«bi  porro  pro  x^  y,  z  scribete  licet  x--^/,  y -^  g -,  s -+- A. 
Cacterum  patet  solutionem  generalem  perinde  succedere  ,  si  quanti- 
tas  r  funetioni  cuicunque  ipsarum  p  et  q  aequAri  debeal ,  seu  si 
uiter  p,  7,  r  aequatio   quaecunque  proponatui'. 


S  c  h  o  li  0  n    .2. 
48  9.      Quodsi  enim   posito 

d,v  —  pdx  -+-  gdy  -4-  rdz^ 
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inter  ternas  formulas 

p  =  (5^),  ,  =  (|),  r  =  (g) 
aequatio   proponatur  quaecunque,  quae  difTerentiata  praebeat 

tum    facto 

S  —/(xBp  +  y  d7  -f-z3r), 
ut  sit 

vzzzp  X  -^  q  y  -4-  r  z  —  S, 

sumatur  functio  quaecunque   trium   quantitatum  p,  q,  r^  quae   sit  V^ 
haecque  differentiata  praebeat 

aV  =  La/74-Ma9  +  Ndr, 
tum  vero  est 

0  —?  udp  -HQw574-RwDr, 
ideoque 

d  V  ~  (L  4- P  w)  3 /^  H- (M  -h  Q  M)  a  7  ^  (N  -f.  R  M)  a  r , 

quae    forma     ob    novam'    introductam     variabilem   u    latissime    patet. 
Statuatur  jam   Szz:V,  fietque 

xziiL-hPtt,  y  —  U-^Qu,  z  — N-4-Ru, 

ita  ut  nunc   praeter  variabiles  ;>,  7,   r,  quarum  una  per   binas  reli- 

quas   datur,    nova   habeatur   u,     ex    quibus   jam  tres  :r,  y  et   z  ita 

definivimus,    ut    per    eas    vicissim    hae    p,   q^  r  et   u    determinentur, 
tum   vero   erit 

V  ~  p  X  -|-'  9  y  -f-  r  ?;  —  V. 

Quare  pro    V    sumia   quacunque   functione    trium   quantitatum  p,  g,  r, 
inter   quas  ejusmodi   conditio   praescribitur,   ut  sit 

T^dp-i-Qdq-^-Rdrzzio, 
Vo\.   IIL  46 
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sumalur 

a:=rPu^(|^),  y=:Q«H-0,  3rrR«-f-(|J). 

eritqae 

quae    solutio    praeeedenti    ideo    est    anteferenda,     quod  in  banc  tres 
quantitates  p^  q^  r^  aequaliter   ingrediuntur. 

Problema      84. 

49  0.      Si  posito 

9  V  —p  d  X  -^qdy-j-rdz^ 
baiec  conditio  praescribatur ,    ut    esse    debeat  p  q  r  ziz  — ,    naturam 
fiinctionis  v  definire. 

S  0 1  u  t  i  o. 

Ponamus  p  ziz—^  q  —  ^^  rzzz—^  et  ob  condiuonem:  prae- 
scriptam  debet  esse  P  Q  R  zrz  1  ;  tum  vero  erit 

Statuamus  nunc 

/i;  =  V,  /a?rrX,  /t/~Y,  /z  — Z, 
et  .habebimus  hanc  aequationem 

a  Y  =  p  d  X  4- Q  5  Y  4- R  a  Z , 

pro  qua  esse  debet  PQR— 1,  quae  quaestio  cura  non  discrepet 
a  problemate  praecedente,  eadem  soiutio  huc  quoque  faciilime  trans- 
feretm-.  ♦ 

S  c  h  o  1  i  o  n; 

491.      Plures   casus,  qUos  forte  in  hoc  capite  expedire  liceat, 
hic  non  evolvo ,    cum  quia  usus  nondum  perspicicur,    tum  vero  ini' 
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pnmis,  quoniam  hujus  partis  calculi  integralis  prorsus  adhuc  tncog- 
nitae  prima  tantum  principia  adumbrare  constitm.  Pro  formulis  au- 
tem  differentialibus  altiorum  graduum,  quae  in  conditionem  praescrip- 
tani  ingrediantur ,  vix  quicquam  proferi*e  licet,  praeter  quasdam 
observationes  ad  aequationes  homogeneas  pertinentes,  ^uibus  ergo 
hanc  partem  calculi  integrali^  sum  finiturus,  simulque  toti  operi 
iinem   impositurus. 


46 
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CAPUT      IV. 

DE 

AEQUATIONUM      DIFFERENTIALTUM      HOMOGENEARUM 

RESOLUTIONE. 

P  r  o  b  I  e  m  a      65. 

492- 

i3i   V   aequetur   functioni   cuicunque  binarum   quantitatum   <   et   i«,    ita 
per  tres  variabiles  Xj  y  ci  z  determinatarura ,   ut  sit 

ejus  formulae  differentiales  omnium  graduum   inde   definire. 

S  o  1  u  ti  o. 
Gum   V  sit  functio   quantitatum 

ejus  formulae   differentiales    ex  his  duabus    variabilibus  natae   innote- 
scent,  scilicet 

(—\     f—\      /93a^\      /33a^\      /Bdv\ 
df/'    Vdtt^»    \dt^)^    \dtdJ'    Vdtt»>' 

hinc  autem  statim  colligimus 

formulas    scilicet    differentiales    primi    gradus.        Pro    formulis     autem 
difTerentialibus   secundi   gradus  adipiscimur 

('^)^''^^).  (5p)  =  YV(aV^. 

(a^)  =  « V (a^),  (MB  =  « (3  (S)  +  "  J  (^). 
='(a^,)  =  (3Y(i°.)  +  Y5(aT^)' 
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Simili  modo  ad   tertium  gradum  ascendimus 

(|S)  =(3^  (^«)  +  3  p^  5  (^^)  4-  3  (3  5^  (^.)  +  5'  (|S), 

<«■  S>  =  ««  P  (3F>  +  «  "  S  <SrS;) . 

0  =  PYV(^;^)  +  Yy5(^$). 

<a4^)  =  « (5  P  (|?)  +  2  "  (3  5  (a?;".)  +  «53  (3^:,) . 

<5£-.)  =  (3  P  V  (aS)  +  2  (3  Y  S  <£^^  +  V  5  5  (|^') . 

unde  facile  patet,     quomodo    has    forniulas    differenliales    ad    altiores 
gradus  coniinuari  oporteat. 

S  c  h  o  l  i  o  n      1 . 

493*  Hoc  problema  forlasse  generalius  concipi  debuisse  vi- 
debitur,  quantitates .  f  et  u  iia  per  tres  variabiles  x,  y,  z  definien- 
do,  ut  csset 

tzizax-^fiy-^yz  et  uzziSx^ey-h^z, 
vcrum  cum  haec  hypothesis  in  eum  tantum  finem  sii  facta,  ut  v 
ficrct  functio  jpsarum  t  et  u,  evidens  •  est  tura  quoque  v  spectari 
posse  ut  functioncm  harum  duarum  quantitatum  et  — 13«  et  ^t  —  uu, 
quarum  illa  ab  y  haec  vero  ab  ca  erit  libera,  Quoci^xa  hjpothc- 
sis  assumta  latissimc  paterc  est  censcnda,  exceptio  tamen  forte  hinc 
admittcnda  videbitur,  si  lucrit 

<  ~  .r  -j-  z  tt  uziz  X  —  3 , 
quia   hic  ipsius   u  valor   non   continetur,   verum   ctiam   hoc  casu  quan- 
titas  V  ut  functio   ipsarum- < -h  u  et  t —  u   spectata    fiet    functio  ip« 
sarum   x   et   z,    qui    casus    utique    in    hypothesi^  continetur,    sumtis 
(3—  0  et  y  =  0.  ' 
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S  ch  o  I  j  o  n      2. 


4  9  4.  Hoc  problema  ideo  praemisi,  quia  alias  aequationes 
diftereniialcs  tractare  hic  non  sustineo,  nisi  quibus  ejusmodi  valor 
satisfaciet,  ut  v  aequetur  functioni  cuicunque  binarura  novaram  va- 
riabilium  i!  et  u,  qiiae  ab  prineipalibus  x,  j/,  z  ita  pendeant,  ut 
sit  quemadmodum   assurasi 

Hujusraodi  autqra  aequationes,  quibus  hoc  modo  satisfieri  potest, 
esse  horaogcneas,  facile  patet,  ita  ut  aequatio  resolvenda  constet 
nonnisi  formulis  difFerentialibus  ejusdem  gradus,  singulis  pcr  con- 
stantes  quantitates  multiplicatis,  et  inter  se  additis,  qua  appellatione 
acquationum  homogenearum  jam  in  parte  praecedente  sum  usns. 
Proposita  ergo  hujusmodi  aequatione  homogenea,  loco  singularum 
formulam  difFerentialiura  per  elementa  ^x,  dl/^d^  formatarura  substitu- 
antur  valores  hic  inventi  per  elcmenta  dt  et  du  formati,  et  tum  singula 
ihembra,  quatcnus  certam  formulara  diffcrentialera  ex  clcmentis  dt 
et  3u  natara  coraplectuntur,  seorsim  ad  nihilum  redigantur;  inde- 
que  rationes  ^  ^t  ~  dcterminentur;  quandoquidem  quaestio  non 
lara  circa  has  ipsas  quantitates,  quara  earura  rationes  versatur. 
Ouoniam  igitur  duae  tantum  res  investigationi  relinquuntur,  si  plu- 
ribus  aequationibus  fuerit  satisfaciendum ,  ejusmodi  aequationes  ho- 
mogeneae  hac  ratione  resolvi  nequeunt,  nisi  casu  quo  plures  illae  ac- 
quationes  ad  duas  tautura  revocentur,  id  quod  in  sequentibus  cla- 
rius  explicabitur. 

P  r  o  b  I  e  m  a      86. 
49  5.      Proposita   aequatione   homogcnea  prirai    gradus 

investigare  naturara  functionis   v  triura   variabilium  x,  y  tt  z. 
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s  o  1  u  t  r  o. 

Fingatur  v  ^Tiit  ct  u),  existente 
t  ~ax  -+-  ^  z  et  uzzzy  y  ^\-S  Zf 

ct   facta  substitutionc    ex    problemate   praecedentc   aequatio  nostra  in 
duas  partes  diyidetur 

(l^  (A  a  -f-  C  ^)  H-  (^  (B  V  4-  C  5)  =  0 , 
quarum  utraque  scorsim   ad  nihilum   reducta  praebet 

a  —    C      ^^    y  —    c   ' 
undc  Ht 

i  —  Ca:  —  Azfrtu— Cj/  —  Bz. 
Quare  aequationis   propositae  integrale  completum  erit 

V  —  T:iC  X  —  A  2  et  C  y  —  B  z), 
quod  etiam   concinnius  ita  exbiberi  potesc 

Corollarium      1. 

496.      Permutandis    variabilibus    hoc    integrale    etiam    ita    ex- 
primi  posse  evidens  est 

«  =  r:(i-i..  l-i), 
quoniam  est 

iL  ~  ^  — (^  ^  E)  ^(Z^  ?:> 

A  B \A  C/  VB  C/' 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      2. 

497.      Quin   etiam   constitutis   ex  aequatione  proposita  his  tiibus 

formulis 

*. 2.i iZ  IL 

A-         B'   A         c*    B         e » 
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functio  quaecunque  cx  lis  ut6unque  conflata  valorem  idoneum  pro  v 
suppeditabit.  Quoniam  enim  harum  binarum  formularum  unaquae- 
que  est  diflerentia  binarum  reliquarum,  talis  functio  duas  tantam 
variabiles   complecti  est  censenda. 

Corollarium      3. 

4  9  8.  Perinde  est  quanam  harum  trium  formarura  integra- 
lium  utamur,  quando  autem  binae  novae  variabiles  t  et  u  inter  se 
fuerint  aequales,  tum  alia  est  utendum.  Veluti  si  essct  C  —  0, 
prima  forma  vrzzFiCs  et  z),  utpote  functio  solius  z  foret  inutilis, 
et    integrale   completum   esset  futurura 


seu 
V  —  T:  (Ba;  —  Ay  et  z). 

P  r  ob  l  em  a      87. 

499.      Proposita   aequatione   homogenea  secundi   gradus 

A  (|~2)  +  B  (gj)  .4-  C  (|5>  4-  2  D  (^)  +  2  E  (^J 

cnsus   in.vcstigare ,     quibus    ejus    integrale   hae   forma   TiCt  et   ii)  ex- 
primi   potest,   existente 

t  ::z:  oix  -+-  ^z  ct  wrrryy-f-Jz. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Facta    substitutione    secundum     formulas     in     problemate     8  5. 
traditas,  aequatio   proposita   in   tria   mcmbra   sequentia   resolvetur 
(|^)   (Aaa-HC^p+2Eaf3) 
(  ~)  (2Cf35-+^2DaYH-2Ea5-H2F|3v)  )>—0, 

(|>>  (Byy-^C55-+-2Fv5) 

quorum   singula   seorsim   nihilo  debent   aequari.       At   priraum    praebet 
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P     —  E  -^  •  (EE  —  AC) 

T  —  C 

ultimum  vero 

^    —  r  -^V  (¥F  —  BC) 

y    —  c  '     ' 

qui  valores  in  media ,    quae  ita  referatur 

substituti  suppeditant  hanc  aequationem 

EF  —  CD  zn  i/  (EE  —  AC)  (FF  —  BC)  , 

qua  aequatione    conditio   inter    coefficientes  A,  B,  C,  D,  E,  F  con-  . 
tinetur,  ut  solutio  hic  applicata  locum  invenire  possit.     Haec   autem 
aequatio  evoluta  dat 

CCDD  —  2CDEF  +  BCEE  -4^  ACFF  —  ABCC  =  0, 
unde   fit 

p     2DEF  —  BEE  —  AFF 

^    DD  —  AB  ' 

quia  factor  C  per  multiplicationem  est  ingressus.  Quoties  autem 
haec  conditio  habet  locum ,    ut  sit      ^ 

AFF  +  BEE  +  CDD  =:  ABC  +  2DEF  , 

toties  haec  expressio  algebraica  ex  aequatione  proposita  formanda 

Axx  -^-  Byy  4-  Czz  -f-  2  Dxy  -f-  2  Exz  4-  2  Fyz 

in  duos  factores  potest  resolvi,  neque  ergo  aliis  casibus  solutio  hic 
adhibita 'locum  habere  potest,  Quo  ergo  hos  casus  solutionem  ad- 
mittentes  rite  evolvamus,  ponamus  hujus  formae  factores  esse 

(oa;  H-  6j/  -i-  cz)   (fx  ^-  grt/  +  hz)  , 

quod  ergo  eveniet,    si  fuerit 

\zz:qff  Brzftgr,  C  —  ch, 

2D -=:  ag  ^b/,    2E  zz:ah^c/,   2V  —  bh  ^cg, 
VoU  III.  47 
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unde  utique  fit 

AFF  -4-  BEE  -f-  CDD  =  ABC  +  2  DEF. 
Hinc  autem  pro  solutione  colligitur 

ubi    observari   oportet,    pro    fractionibus  ^  et   y  yalores  sibi  sub- 

scriptos  conjungi  oportere  ,    ita  ut  sit 

vel    t  z:z  cx  ——  az^     et    u  zzz  cy  •^  bz  ^ 
vel    <  r=:  /ur  —  /z ,     et    u  zr  /ry  — -  ^2. 

Quocirca   pro    his   casibus    solutioneih   admittentibus .  integrale   eom* 
pletum  erit 


vzzzT :  (cx  —  az  et  cy  —  6z)  -+-  A  :  ihx  ^fz  ct  hy  —  grz),. 


seu 


CoroIIarium      i. 

5  0  0.     Hoc  ergo  modo  aliae  aequationes  homogeneae  secun- 
di  gradus  resolvi  nequeunt,  nisi  quae  in  hac  forma  continentur 

«/(^)  +  hg  (g^)  4-  ch  (|g)  -4-  iag  ^  bf)  (^) 

4-  iah-^cf)  (^)  ^ibh  -h  Tf^)  (j^)  =  a , 

tum  vero  integrale  completum  erit 

CoroIIarium      2. 

601.     Quo  autem  facilius  dignoscatur,  utrum  aequatio  quac- 
piam  proposita 
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*2F(,^=0 

eo  reduci  possit  nec  ne  ?  formetur  inde  haec  forma  algebraica 
A  flca?  +  B  yy  -+.  C  zz  ^-  2  D  a:'^  +  2  E  a7z  ^  2  F  yz, 
quae  $1  resolvi  patiatur  in  duos  faccores  rationales 

(aa;   -f-  6y  4-  cz)  (fx  +  gy  ^  hz)  , 
ejus   integrale  completum  hinc  statim  exhiberi  potest. 

Corollarium     3. 

5  02.  Unicus  tantum  casus  quo  duo  isti  factores  inter  se 
Httnt  aequales ,  exceptionem  postulat ,  quoniam  tum  binae  functiones 
inventae  in  unam  coalescerent.  Verum  ex  superioribus  coUigitur, 
si  hoo  eveniat  ut  sit  /* zn  a,  gr  —  6  et  hzzzc^  integrale  completum 
ita  exprimi 

,  =  xr:e-f  et|-i)-^A  =  (f-f  «i-i). 

S  c  h  o  1  i  o  n      1. 

£03.  Quibus  eirgo  casibus  aequatio  homogenea  secundi  gra- 
dus  resolutionem  admittit,  iis  quoque  in  se  complectitur  duas  aequa* 
tiones  homogeneas  pi'imi  gradus 

"(s) +  »(!)  + '©  =  »." 

qujppe  quarum  uti^aque  illi  satisfacit,  et  harum  integratia  completa 
juhctim  sumta  illius  integrale  completum  suppeditant.  Hinc  alia  via 
aperitur  aequationum  homogenearum  secundi  gradus  integralia  inre* 
niendi,   fingendo    aequationem   primi    gradus  ipsis  satisfacientem 

47* 
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tum  ex  hac  per  triplicem  differentiationem  ti*es  novae  formentur 

quarum  prima  per  f^  secunda  per  g  et  tertia  per  h  multipljcatae 
et  in  unam  summam  collectae ,  ipsam  iilam  aequacionem  generalem 
producunt ,  cujus  integrale  supra  exhibuimus.  £a  ergo  quasi  pro- 
ductum  ex  binis  aequationibus  homogeneis  primi  gradus  spectarl 
poteric,  ex  quibus  conjunctis  integrale  completum  formaiur. 

S  c  h  ol  i  o  n      2. 

504.  Infinitae  ergo  aequationes  homogeneae  secundi  gradus 
hic  exohiduntur,  quae  hoc  modo  integrationem  respuunt»  seu  ad 
aequationes  primi  gradus  reduci  nequeunt ;  qui  casus  exclusl  omnes 
ex  hoc  criterio  agnoscuntur,  si  non  fuerit 

AFF  +  BEE  H-  CDD  —  ABC   ^  2  DEF. 

Hujus  generis  est  ista  aequatio  (J^)  ~  (|^),  quac  crgo  talc  in- 
tegrale,  cujusmodi  hic  assumsimus  non  admittit,  neque  etiam  alia  pa- 
let  via  ejus  integrale  completum  invesligandi.  Integralia  autem  par- 
ticularia  facile  innumera  exhiberi  possunt ,  et  quae  adeo  functiones 
arbitrarias  complectuntur  ,  sed  tantum  unius  quantitatis  variabilis, 
quae  in  praesenti  instituto  nonnisi  inlegralia  particularia  constituere 
sunt  censendae.      Si  ehim  ponatur 

V  zn  T  \  ioujc  ^  ^y  ^  yz\ 
facta   substitutione    fieri    debet  a^zzi  yy^  seu  sumto  yzi:l,  debct 
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csse  a|3 1=:  1  ;    quare   innuinerabiles   adeo   hujusmodi    formulae   con« 
junctae  satisfaciunt ,    ut  sit 

+  2  :  ( I  a?  ^  4  y  +  ^)  +  ^*^ • 
ubi  pro  cc ,  |3 ,  y ,  5 ,  etc.  numeros  quoscunque  accipere  licet : 
quamvis  autem  infinitae  hujusmodi  formulae  diversae  conjunguntur, 
tamen  integrale  nonnisi  pro  particulari  haberi  potest.  £x  quo  in- 
telligitur  integrationem  completam  istius  aequationis  (^^)  :=::  (^) 
maximi  esse  momenti,  methodumque  eo  perveniehdi  fines  analyseos 
non  mediocriter  esse  prolaturam.  Aequationes  autem  homogeneae 
tertii  gradns  multo  majorem  restrictionem  exigunt,  ut  integratio  corn- 
pleta  hoc  modo  succedat;  uti  sequenti  problemate  ostendetur. 

Froblema      8  8. 

5  0  5.  Aequationum  homogenearum  tertii  gradus  eos  casus 
definire ,  quibus  integrale  completum  per  formam  assumtam  exhi- 
beri ,  seu  ad  formam  aequationnm  homogenearum  primi  gradus  re- 
duci  potest. 

S  o  1  u  t  i  0. 

In  aequatione  faomogenea  tertii  gradus  fingatur  contineri  haec 
primi   gradus 

quae  ut  satisfaciat  aequationi  tertii  gradus 


"^  ""  dxdydz' 


I 
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necessc  est  ut  cxpressio  hacc  algcbraica 

Kx^  -^  By^  ^  Cz^  -h  Dxxy  -h  Txxz  ^  Hyyz-^lLxyz 
-hExyy  ^  Gxzz -hlyzz 

factorctn  habeat  ax  +  by  -+^0^,  nisi  autem  alter  factor  denuo  in 
duos  simplices  sit  rcsolubilis ,  ad  aequationem  homogcncam  sccundi 
gradus  rcfcrctur,  quae  solutionem  rcspuit.  Quarc  ut  integratio 
completa  succcdat  ncccsse  cst,  istam  cxpressioncm  tribus  constarc 
factoribus   simplicibus,    qui  sint 

iax  -hby-h  cz)  C/x  -^  gy  -^-  hz}  (kx  ^  my  -h  nz) , 
bincquc  acquatioins  gcncralis  coefficientes  ita  se  habcbunt 

Arra/Tc,     Dznafm^  agk  -^bfk^     11  =:  bgn^bhm-^cffm^ 
B  zn:  bgm  ,     E  rz  agm  -h  b/m  -+-  bgk  ,      I  zzi  bhn-^cgn  -^cTim^ 
C  zz,  chn  ,     F  zn  a/n  h-  ahk  -+-  c/k ,      K  zz:  agn^ahfn^  b/n 
G  zz:  ahn  h-  c/n  -t-  chk  ,  4~  bhkn-c/m-^cgk^ 

ac  tum  intcgrale  complctum  erit 

quilibct  soilicct  factor  simplex  pracbet  functionem  arbitrariam  dua- 
rum  variabiUum. 

Corollarium      1. 

60-6.  In  qualibet  harum  fhnctionum  variabiles  x,  y^  z  in- 
tcr  se  permutare  licct;  quin  ctiam  quaelibet  quasi  ex  tribus  varia- 
bilibus  conflata  spcctari  potest ,    prima  nempe  ex  his 


ii    2.        2.    JL-.t^  « 

a  b   '        b  e       ^^      c  a 


similique  modo  de  cacteris. 
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Corollarium      2. 

50  7.      Si  duo  factores  fucrint  acquales  /:rza,  gi:ib,  h  —  c^^ 
quo   casu   duae  priorcs  functiones  in  unam  coalcscercnt,  earum  loco 
scribi  debet 

-r  :  C-  -  -:    «  I  -  *)  +  A  :  G  -  ?    «»   I  -  t)! 
at  si  omnes  tres  fuerint  aequales,  ut  insuper  sit 

integrale  complctum  erit 

V  =  XX  r  i  (f  -  f    et    i  -  i) 

C  or  0  II  arium      3. 

50  8.  Quemadmodum  hic  duas  priores  partes  pcr  xx  et  x 
murtiplicavimus ,  ita  cas  quoque  per  yy  et  y  itera  zz  et  z  multi- 
plicare  possemus ,  perindc  enim  est  quanam  yariabili  hic  utamur, 
dum  ne  sit  ea,  quae  fortc  sola  post  signum  functionis  occurit,  sct- 
licet  si  esset  a^  rz:  0 ,  et  functioncs  quantitatum  x  et  ^  —  -^  capi 
debeant  ^  tum  multiprtcatores  xx  et  x  excludi  deberent.. 

S'c  h  0  1  i  on      f. 

&  0  9  •  Slmili  modo  patet  aequationes  homogeneas  quaru  gra-- 
dus  hac  methodo  resolTi  non  posse,  nisi  in  quatuor  ejusmodi  aequa- 
tiones  simplices  resolyi,  et  quasi  earum  producta  spectari  queant. 
Etsi  enim  hic  reyera  nulla  resohitio  in  factores  locum  habeat,  tamen 
ex  allatis  excmplis  clare  pcrspicitur ,  quemadmodum  ex  aequatione 
difrerenttali  homogenea  cujuscunque  gradus  expressio  algebraica  ejus- 
dem    gradus    ternas   yarJabiles  x ,    y^^    z.  involyens  debeat  formari  ;- 
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quae  si  in  factorcs  simplices  formae  ax  ^  by  ^}^  cz  rcsolvi  queat, 
simul  inde  aequationis  difTeremialis  intcgrale  completum  facile  exhi- 
bebitur ,  cum  quilibet  factor  functioncm  duarum  variabilium  suppedi* 
tet,  integralis  partem  constituentem  ;  ita  ut  etiam  haec  pars  seorsim 
sumta  aequationi  differentiali  satisfaciat  et  pro  iategrali  particulari 
haberi  possit.  At  si  illa  expressio  algebraica  ita  fuerit  comparata, 
ut  factores  quidem  habeat  simplices  sed  non  tot,  quot  dimensiones, 
singuli  quidem  integralia  particularia  praebebunt,  quae  autem  jun* 
ctim  sumca  non  integrale  completum  suppeditabunt,  Veluti  si  pro- 
ponatur  haec  aequatio  differentialis  tertii  gradus 

^<d^>  +  *<^a^3^>  —  ^fer>>  —  *^d355^>  =  o> 
quia  forma  algebraica 

axxy  +  bxyy   —   axzz   —   byzz 

factorem  habet  simplicem  ax  -}■-  ^y  i  i^i  utique  satisfaciet  valor 
i;  — r:(^  — y  et  z),  pro  integrali  autera  completo  adhuc  desunt 
duae  functioties  arbitrariae,  integrale  completum  hujus  aequationis 
(dxdya»)~(a»»)— "^  continentes,  ex  qua  quippe  alter  factor  xy^zz 
illius  expressionis  nascitur.     Quoties  ergo  hae  expressiones  algebrai- 

cae  ex  aequationibus  differentialibus  homogeneis  altiorum  graduum 
formatae  resolutionem  in  factores ,  etsi  non  simplices ,  admittant ; 
hinc  saltem  discimus,  quomodo  earum  integratio  ad  .aequationes  in- 
feriorum  graduum  revocari  possit,  quod  in  hujusmodi  arduis  investi- 
gationibus  sine  dubio  maximi  est  momenti. 


S  c  h  0  li  o  n      2. 

510.      Haec  sunt  quae  de  functionibus  trium  variabilium  ex 
data    quadam    difFerentialium    relatione    iuvestigandis    proferre  potui, 
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in  quibus  ulique  nonnisi  priraa  elementa  hujus  scientiae  continentur, 
quorum  ulterior  evolutio  sagacitati  Geometrarum  summo  studio  est 
commendanda.  Tantum  enim  ahiest,  ut  hae  speculationes  pro  steri- 
libussint  habendae,  ut  potius  pleraque,  quae  adhuc  in  Theoria  mo- 
tus  fluidorum  desiderantur,  ad  has  Analjseos  partes  sublimiores  sint 
referenda ;  quarum  propterea  utilitas  neutiquam  parti  priori  caiculi 
integralis  postponcnda  videtur.  Eb  magis  autem  hae  partes  poste- 
riofes  excoli  merentur,  quod  Theoria  fluidorum  adeo  circa  functio- 
nes  quatuor  variabiiium  versetur,  quarum  naturam  ex  aequationibus 
differentialibus  secundi  gratius  investigari  oportet,  quam  partem  ob 
penuriam  materiae  ne  attingere  quidem '  volui.  In  hac  autem  1?he- 
oria  resolutio  hujus   aequationis 

maxime  est  momenti,  ubi  litterae  x^  y,  z  ternas  coordinatas,  t  vero 
tempus  elapsum  exprimunt ,  hainimque  quatuor  variabilium  functio 
quaeritur,  quae  loco  v  substituta  illi  aequationi  satisfaciat.  Ex  hac- , 
tenus  autem  aliatis  facile  colligitur,  integrale  completum  hujus  aequa- 
tionis  duas  complecti  debere  functiones  arbitrarias,  ^quarum  utraque 
sit  functio  trium  variabilium,  aTiasque  solutiones  omnes  minTrs  late 
patentes  pro  incompletis  esse  habendas.  Facili  autem  negotio  innu- 
raeras  solutiones  particulares  exhibere  licet,   veluti   si  ponaraus 

V  z=:   r  :  ioLX  ^   ^y    -\^  yz   -\-  St), 
reperitur 

55  =r  aa  -f-  |3p  •+•  yy, 

quod  cura  infinitis  modis  fieri  possit,  infinitae  hujustnodi  functionest 
additae  valorem  idoneum  pro  v  exhibebunt.  Deinde  etiam  satisfa- 
ciunt  isti  valores 

T  :[t±V  (xx^yy-hzz)] 

\     r:[jc±V(tt  —  yy—zz)} 

V  —  Vin-^yy-^zz)  ' 

Vol.    IIL  48 
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Tz[.y±V  Qt—xa: — zz)^ 

V  (tt  —  XX — •  zz) 

T:\:z±V  (tt—xx—yy')^ 

•"  Vitt  —  XX  —  yy)  ' 

qnorum  quidem  investigatio  jam  est  difBcilior.  Cum  autem  hae 
functiones  tantum  sint  unius  variabilis,  integralia  maxime  particularia 
exhibent,  quae  adeo  etiamnum  forent  particularia,  si  pro  v  functio- 
nes  binarum  variabilium  haberentur,  quales  autem  ne  suspicari  qui- 
dem  licet.  Quare  cum  integrale  completum  duas  adeo  functiones 
arbitrarias  trium  variabilium  complecti  debeat ,  facile  intelligitur 
quantopere^  adhuc  ab  hoc  scopo  simus  remoti. 
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C  A  P  U  T      I. 

D  E 

CALCULO  VAKIATIONUM   IN  GENERE. 

D  efi  n  i  t  io      1. 
1. 

Relatio  inter  binas  variabiles  variari  dicitur  ^  si  valor ,  quo  aU 
tera  inde  per  alteram  determinatur  ^  incremento  injinite  parvo 
augeri  jconcipiatur  ^  quod  incrementum  variationem  ejus  quantita^ 
tis^  eui  adjicitur  y    vocabimus. 

£  X  p  I  i  c  a  t  i  o. 

2.  Primum  ergo  hic  consideratur  relatio  inter  binas  varia- 
biies  X  ei  y  quaecunque ,  aequatione  quacunque  inter  easdem  ex* 
pressa  ,  qua  pro  singulis  valoribus  ipsi  x  tributis  valores  ipsius  y 
convenientes  determinentur  ,  tum  vero  singuli  valores  ipsius  y  par- 
ticolis  infinite  parvis  utcunque  augeri  concipiantur,  ita  ut  hi  valores 
variati  a  veris ,  quos  ex  relatione  proposita  sortiuntur  ,  infinite  pa* 
rum  discrepent,  atque  hoc  modo  relatio  illa  inter  a?  et  t/  variari  di- 
citur,  simulque  'particulae  illae  infinite  parvae  valoribus  veris  ipsius 
y  adjunctae  variationes  appellentur.  Imprimis  autem  hic  notandum 
est  has  variationes,  quibus  singuli  valores  ipsius  y  augeri  conci* 
piuntur ,  neque  inter  se  statui  aequales ,   neque  ullo  modo   a  se  in^ 
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vicem  pendentcs,  sed  ita  arbitrio  nostro  permitti^  ut  omnes  praeter 
unam  vel  aliquas  certis  valoribus  ipsius  y  respondentes  plane  ut 
nullas  spectare  liceat,  NuUi  scilicet  legi  hae  variationes  adstrictae 
sunt  concipiendae  neque  relatio  inter  x  ct  y  data  uUam  determina- 
tionem  in  istas  variationes  inferre  est  censenda ,  quas  ut  prorsus 
arbitrarias  spectare  oportet. 

Corollariun}      1. 

3.  Hinc  patet  vJtriationes  totd"  coelo  differre  a^  differentiali- 
bus ,  etianlsi  utraque  sint  infinile  parva  ideoque  plane  evanescant, 
variatio  enim  afficit  eundem  valorem  ipsius  y,  eidem  valori  ipsius 
X  convenientem ,  dum  ejus  differentiale  dy  simul  sequentem  valorem 
X  ^dx  respicit. 

CoroIIarium     2» 

4.  Si  enim  ex  relatione  inter  x  et  y  proposita  ipsi  x  con- 
veniat  y,  ipsi  x -+-^00  vero  valor  ipsius  y  conveniens  ponatur  y\ 
tum  est  dyzizy^  —  y;  at  variatio  ipsius  y  neutiquam  pendet  a 
valore  sequente  j^  ,  quin  potius  utrique  y  et  y^  pro  lubitu  suam 
variatronem  seorsim   tribuere  licet. 

S  c  h  ol  i  on. 

5.  Haec  variationum  idea  quae  per  se  tam  nimis  vaga 
quam  sterilis  videri  queat,  maxime  itlustrabitur ,  si  ejus  originem  et 
quo  pacto  ad  eam  est  perventum ,  accuratius  exposuerimus.  Per- 
duxit  autem  eo  potissimum  quaestio  de  curvis  inveniendis  ,  quae 
certa  quadam  maximi  minimive  proprietate  sint  praeditae,  unde  ne 
rem  in  genere  considerando  obscuritas  offundatur,  problema  conte- 
plemur ,  quo  linea  curva  quaeritur ,  super  qua  grave  delabens  e 
dato  puncto  citissime  ad  aliud  punctum  datum  descendat.  Atque 
hic    quidem    ex    natura    maximorum    et   minimorum   statim   oonstat, 
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curvam    ita    debere   esse    comparatam ,    ut    si    ejus    loco    alia  curva 
quaecunque    infinite    parum    ab    illa  discrepans  substituatur ,    tempus 
descensus   super  ea  idem  prorsus  sit  futurum.      Solutionem  ergo  ita 
institui    oportet,    ut  dum    curva    quaesita    tanquam    data    spectatur, 
calculus    quoque    ad    aliam    curvam    infinite  parum  ab  ea  discrepan* 
tem  accommodetur ,    indeque  discrimen  quod   in  temporis  expressio* 
nem  rediindat ,    supputetur ;    tum    enim  "  hoc    ipsum  discrimen   nihilo 
aequale    positum   naturam    curvae    quaesitae  deciarabit.      Curvae  au* 
tem  istae    infinite    parum    a    quaesita  discrepantew    commodissime  ita 
considerantur  ,    ut  applicatae  singulis  abscissis  respondentes  pariicu- 
lis  infinite  parvis  vel  augeantur  vel  minuantur,  hoc  est,  ut  variatio- 
nes    recipere    concipiantur.      Vulgo    quidem    sufficit    hujusmodi    varia- 
tionem    in   unica  applicata   constituisse ,  nihil   autem  impedit,  quomi* 
nus  pluribus  atque  adeo  omnibus  applicatls  tales  variationes  assignen* 
tur    cum    semper    ad    eandem   solutionem   perduci  sit  neccsse.     Hoc 
autem  modo  non  solum  vis  methodi  multo   luculentius  illustratur,  sed 
etiam    inde  solutiones  c][uaestionum  hujus  generis  pleniores  obtinentur, 
unde    etiam    quaestiones    ad    alias    conditiones    spectantes   enucleare 
licet.      Quam   ob    causam    omnino    necessarium    videtur,    ut  calculus 
variationum   in    amplissima  extensione,  cujus  quidem  est  capax,  per- 
tractetur. 

D  e  fi  ni  ti  o      2. 

6.  Pro  data  relatione  inter  binas  variabiles  quantitates 
utrague  earum  variari  dicitur^  si  utraque  seorsim  incremento  infi^ 
nite  parvo  augeri  concipiatur ;  unde  patet  quomodo  intelligendum 
sitj  si  utrique  variabili  sua  tribuatur  vcwiatio. 

m 

Explicatio. 

7.  Si  proposita  sit  aequatio  quaecunque  inter  binas  variabi- 
les  0?  et  y,   qua   earum   relatio  mutua  exprimitur,   haec  relatio  per 
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definitioqem  duplici  modo  variari  potest,  altero  quo  manentibus' va- 
loribus  a?,  singulis  y  variatio  tribuitur,  altero  vero  quo  manentibus 
valoribus  y ,  singuli  x  variari  concipiuntur.  Nihil  igitur  prohibet, 
quo  minus  utraque  variabilis  simul-  suas  variationes  recipere  intelli- 
gatur,  quas  adeo  ita  capere  iicet,  ut  nuUo  plane  nexn  inter  se  co* 
haereant,  duplex  ergo  hic  variatio  consideratur,  cum  in  definitione 
prima  unica  tantum  sit  admissa.  Rem  autem  hic  ita  generaliter 
contemplamur,  ut  neutra  variatio  ulli  legi  sit  adstricta,  neque  etiam 
variationes  ipsius  y  ullo  modo  a  variationibus  ipsius  x  pend6ant. 

Corollarium      1. 

R.  Ex  casu  ergo  quo  duplex  variatio  statuitur,  casus  prior 
tanquam  species  nascitur,  si  variationes  alterius  variabilis  plane 
rejiciantur,  unde  manifestum  est  casum  definitionis  secundae  in  se 
complecti  casum   primae. 

Coroliarium      2. 

9.  Hinc  magis  elucet,  quemadraodum  data  relatio  inter  bi- 
nas  variabiles  infinitis  modis  variari  possit ,  simulque  intelljgitur, 
quonlam  has  variationes  nulli  legi  adstrictas  assumiraus,  omnes  om- 
nino   illius  relationis   variationes  possibiles  hac  ratione  indicari. 

S  c  h  o  I  i  0  n      1 . 

10.  Variationes  quidem  alterutri  tantum  variabili  inductac 
jam  omnes  variationes  possibiles,  quae  in  propositam  relationem 
inter  bina9  variabiles  cadere-  possunt,  comprehendunt,  ut  superfluum 
videri  possit  calculum  ad  duplicem  variationem  accommodari,  verum 
si  indolem  rei,  usumque  cui  destinatur,  attentius  contemplemur,.  dupli- 
cis  variationis  consideratio  neutiquam  supervacanea  deprehendetur, 
id  quod  per  Geometriam  evidentissime  sequentem  in  modum  illu- 
strabitur.  Cum  relatio  quaecunque  inter  binas  variabiles  dis- 
tinctissime    per    lineam     curvam    in    plano    descriptam    repraesentc- 
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A  X  zn  a?  ex  X  Y  =:  y  deflnita ,  qand  trgo  dnta A '  ^fllam  i*eIatJ6nftiA 
exhibeat;  jam  Igitnr  quaeHbet  linba  curva  afia  At/m  Hd  9M^  infihfte 
parum  discrepfans'  relationem  HUid  vari^taVn  re^raesetitiftbit,.  ^qttKte 
quomodMunque  -ae  habeat,  eeinpep  Jta  cdnsidferaifV  p^cftfeW,  ^ut'*itl6m 
abscissae  A  X  rz:  o?  conveniat  appficita  variatia^nX^t)^,^  ^«ISistthfe-par- 
ticula  Yv  ejus  variatione,  quae  c6nsid6raii6 'qu6que^^  prd  'pi^erisqufc 
circa  maxima  et  minima  prolatis  '  qudestionniuS'  sdfl5c?P,  ^  ubi -  a(fe6 
curva  AM  in  noniiutlis  tantum  elementfs'  variari  sdfe¥  conrcipi. '  Al 
si  quaeslio  ita  sit  cbmparata  "ut  inter  omries  ourYasV  qwas  a  dato 
puncto  A  ad  datam  quampiam  curvamCD  usque  ducere  *ncet,'^ea 
definiatur  AYM  cui  maximi  minimive  proprietas  quaedara  tconveniat, 
tum  eadem  proprietas  in  aliam  quamcunque  curvam  proximam  Ai/m 
etiam  in  alio  lineae  C  D  puncto  m  terminatam  aeque  competere 
debet,  sicque  pro  ultimo  curvae  quaesitae  puncto  M  tam  abscissa 
AP  quam  applicata  PM  variationem  rccipere  est  censenda,  et  hu- 
jusmodi  quidem,  quae  naturae  lineae  CD  sit  consentanea.  Quo 
igitur  calculus  ad  talem  variationem  ultimo  elemento  inductam  ac- 
commodari  queat,  omnino  necesse  est,  ut  pro  singulis  curvae  AM 
punctis  intermediis  Y  generalissime  tam  abscissae  A  X  Z3  x  quam 
applicatae  X  Y  —  j/  variationes  tribuantur  quaecunque ,  illiusque  va- 
riatio  statuatur  particula  X  x  hujus  vero  'zzix  y  —  X  Y,  ex  quo  in- 
doles  simulque  usus  hujusmodi  duplicis  variationis  clarissime  perspi- 
citur. 


S  ch  0  1  i  0  n      2. 

il,  Quemadmodum  consideratio  ultimi  puncti  curvae  invc- 
stigandae  nobis  hanc  insignem  dilucidationem  suppeditavit,  tta  etiam 
subinde  primo  puncto  variationem  tribui  oportet.  Yelati  si  inter 
omnes  iineas,  quas  a  data  quadam  curva  AB  ad  aliam  quandam 
itidem  datam  C  D  ductas  concipere  licet  ea  sit  quaerenda ,  quae 
Vol.  III.  4  9 
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i9Miml..imniimve  cujuspiam  i^roprietete  sit  prnedite,  tum  multo  ma* 
giB  a\t  .fieQp^^Tivm  tam  siuguUs  ab^cissis  AX  quam  applicatts  XY 
vajfiatjoiie^  qqascuaque  nuUa  lege  adstrictas  ia  e^lculo  assigoari,  ut 
deinceps  ta^  ad  initii  G  currae  quaesitae,  quara  ejus  finis  M  va* 
natloneip  tranaierri  possint.  .  Quanquam  autem  haec  illustratio  ex 
Geometria,  est  desumta;^  tamen  facile  inteljigitur  ideam  variationum 
inde  petitam  multo  4atiu9  PAtere,  atque  in  Analysi  absoluta'  summo 
usu  non  esae  qatrituram*  Celeberrknus  autem  de  la  Grange,  acu- 
tissimus  Geometra  Tauri^ensis,  cui  primas  speculationes  de  calculo 
variationum  acceptas  referre  debemus,  hanc  methodum  adeo  inge- 
niosissime  transtulit  ad  lineas  non  continuas  veluti  ad  polygonorura 
genus  referendas,  in  quo  negotio  hae  duplices  variationes  ipsi  sum- 
mam  praestiterunt  utilitatem. 


t)  e  f  i  ni  t  i  o      3. 

12.  Relatio  inter  tres  variabiles^  duabus  aequationibus 
determinata,  variari  dicitur,  sl  earuni  vel  una^  vel  duae^  vel 
omnes  trts  particulis  injinite  parvis  augeantwr^  quae  earum  va^ 
riationes  appellantur. 

» 

E  X  p  I  i  c  a  t  i  0. 

1 3.  Cum  tres  proponantur  variabiles  quantitates  veluti  Xj  y  et  z^ 
inter  quas  duae  aequationes  dari  concipiuntur,  ex  unaquaque  earum 
binas  reliquas  determinare  licet,  ita  ut  tam  y  quam  z  tanquam 
functio  ipsius  x  spectari  pbssit.  Hoc  autem  modo  definiri  solet 
linea  curva  non  in  eodem  plano  descripta,  dum  singula  ejus  puncta 
per  has  ternas  coordinatas  x^  y  ti  z  more  solito  assignantur. 
Quodsi  jam  talis  curva  alia  quaiicunque  sibi  proxima  comitetur,  ut 
differentia  sit  infinite  parva,  haeci  nova  curva  propositae  erit  va- 
riata,  ac  relatio  illa  inter  ternas  variabiles  x,  y^  z  variata  ejus  na« 
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taram  expiimere  est  oendtpienda.  £x  9cib'ipfott<^^bina.<^piHMtei.'^M^ 
xima  alterum  in  ip»  owrTa  'prapo8ita,"8lteninvoia  tvaniita  ^commtta 
assumtnm  inter  se  comparantur,  fieri  potest  ut  pro  variata  vel 
omnes  tres  coordinatae  prpdeant  .-diyeiT^e^i  •  vel  duae  tantum,  vel 
saltem  unica,  harumque  diiferentiae  a  coqrdinatis  principaUa  curvae 
earum  varrationes  repraesentabiint;  quas  auiem  hic  ita  generalissiipQ 
contemplari  convenit,  ut  ad  omnes  omnino  curvas'  proximas  exten- 
dantur,  sive  eae  per  totura  tractum  a  curva  proposita  ftiprint  d\r 
versae ,  sive  tantum  in  quibusdam  portionibus  ab  ea  aberrent ;  ita 
ut  etiam  lineae  non  continuae  dummodo  principali  sint  proximae, 
hinc  non  excludantur.  Neque  enim  hae  curvae  variatae  ulli  conti- 
nuitatia  legi  sunt  adstringendae »  ut  omnes  plane  curvas  possibiles 
infinite  parum  a  principali  aberrantes  in  se  complactantur. 

•CoroMarium      1. 

14.  C^m  puncto  .  ergo  quocunquc  curvae .  propositae  seu 
principalis  comparatur  qunctum  puodpiam  ,curvae  variatae  infinijLe 
parum  ab  illo  dissitum,  et.hincque  coor.dinatarum  variatiQnes  defi- 
niri  intelliguntur, 

i 

^  Cor^llftrium     2.     ,  .  .  ; 

15.  Quia  porro  ex  assumta  variabili  ,una  x\  bihae  reiiquae 
y  ct  z  ideoque  punctum  cgrvae/proposltae  determinatur,  etiam  va- 
riationes  singularum  coordinaiarum,  fanquam  functiones  ipsius  ^  spe6* 
tare  licet,  dummodo  earum  quantitas  ut  infihite  parva  jspectetur^ 

f  • 

C  o  r  o  1 1  a.riu  txL     3.. 

16;  Tres  ergo*  quascunque  functionea^Mpsiusa:  iutcunque  in- 
ter  se  diversas  concipere  licet,  quae  Jper  •  factorrfsHnfiriite  parvos 
multiplicafae  idoneae  eniht  ad   ternaa   variationes  cbordirtataifurti  re- 

49* 


Digitized  by 


Google 


»88  CAPUT     h 

praQ8catittdi|8.       Quod   idem   de  teniii.  qojbiiscunqve  variabilH)!»  est 
teimiidom^i  «liaiBii  ttoarrad  geomeiriinn  Tcferantur. 

'  '  Cr^roliar^ium   :  4. 

'^*  ,  ,  (T.  Simrli  quoque  modo  si  relatio  tahtum  inter  duas  Taria- 
biles  proponatur,  earum  variationes  tauquam  functiones  alterius  va* 
riabiiis  spectail  possunt,  modo  sint  infinite  parvae,  sed  quod  eo- 
dem  redit,  per  quantitatem  infinite  parvam   multiplicatae. 

S  c  h  0  i  i  0  n      1. 

18.  Consideratio  'antem  geometrica  maxime  est  ideonea  ad 
has  speculationes  illuslrandas ,  quae  in  geqere  consideraiae  nimis 
abstractae  atque  etiam  vagae  videri  queant.  Casus  igitur  trium 
variabilium  quarum  relatio  duabus  aequationibus  definiri  assumitur, 
luculentissime  per  curvam  non  in  eodem  plano  descriptam  explica- 
tur,  dum  illis  variabillbus  ternae  coordinatae  designantur.  Quodsi 
enim  de  hujusmodi  curvis  quaestlo  instituatur,  ut  inter  eas  definia* 
tiir  ea  quaie  maximi  minimive  proprietate  quapiam  sit  pracdita,  ne* 
cesse  est  ut  eadem  proprietas  in  omnes  alias  curvas  ab  ea  infinite 
parum  aberrantes  aeque  competat,  id  quod  ex  variationibus  debite 
in  calculum  introductis  est  dijudicandum.  Cuinam  autem  usui  sum- 
ma  generalitas  in  variationibus  hic  stabilita  sit  futura,  inde  intelli- 
£ere  licet,  si  loco  duarum  curvarum  AB  et  CD  datae  sint  duae 
quaecunque  superficies  aquarum  illa  ad  hanc  ejudmodi  lineam  cur- 
vam  duci  oporteat,^  quae  maxjn^i  minimive  quapiam  gaudeat  pro- 
prietate.  Tum  enim  ternarum  coordinatarum  variationes  ita  gene- 
rales  considerari  oportet,  ut  curvae  quaesitae  puncto  ad  initium  in 
superficiem  AB  translato,  variationes  ibi  ad  eandem  superficiem  ac- 
commodaK;!.  possintv,  idque  similio.modo  Jn  fine  ad  auperficiem  CD 
fieri  ^ueaU  ^  quo  perspicuum  est,  in  g^nere  trcs  variatioines  in 
calcplum  •  i^troduci  .  debere ,    ut  ..fias    tam    pro   initio    quam   pro  fine 
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curvae.  invertigandae  ad  superficiei  terminatrices  transferre  liceat, 
quippe  quarum  indoles  in  utroque  termino  relationem  mucuam  inter 
variationes  determinabit. 


.     S  c  h  p  1  i  o  n      2 . 

19.  Quemadmodum  hic  tres  variabiles  sumus  contemplati, 
quarum  relatio  duabus  aequationibus  determinatur,  ita  etiam  calcu- 
lus  variabiiium  ad  quatuor  pluresve  extendi  potest,  siquidem  relatio 
per  tot  aequationes  expriraatur  ut  per  unicam  variabilem  reliquae 
omnes  determinationem  suam  nanciscantur,  etiamsi  hujus  casus  illus* 
tratio  non  amplius  ex  Geometria  tribus  tantum  dimensionibus  in- 
clusa  peti  qiieat,  nisi  forte  tempus  in  subsidium  vocare  velimus, 
fluvium  continuum  a  superficie  A  B  ad  superficiem  C  D  proflucntem 
sed  temporis  lapsu  jugiter  immutatum  considerantes,  ita  ut  tum 
etiam  temporis  motnentum  sit  assignandum,  quo  quaepiam  fluvii 
vena  a  supcrficie  A  B  ad  superficiem  C  D  porrecta  maximi  vel  mi- 
nimi  proprietate  quadam  sit  praedita.  Ad  quas  variabiles  si  insu- 
per  celeritatis  mutabilitatem  adjiciamus,  haec  majori  variationum  nu- 
mero  illustrando  inservire  poterunt.  Imprimis  autem  hinc  intelligi- 
tur,  etiamsi  omnes  variabiles  per  unicam  determinari  assumantur, 
rationem  investigationis  tamen  ab  ea  ubi  duae  tantum  variabiles  ad- 
mittuntur,  maxime  discrepare,  propterea  quod  singulis  suae  varia- 
tiories  a  reliquis  non  pendentes  tribui  debent;  neque  enim  inde, 
qiiod  inter  variabiles  ipsas  certa  quaedam  relatio  agnoscitur,  ideo 
quoque  earuiii  variationes  ulli  relationi  adstrictae  sunt  censendae. 
Veluti  ex  casu  ante  allato  manifestum  est,  ubi  curva  inter  binas 
superficies  A  B  et  C  D  porrecta  et  certa  maximi  minimive  proprie* 
tate  praedita  utique  ita  est  in  se  determinata,  ut  sumta  coordinata- 
rum  una,  binae  reliquae  determinentur ;  nihilo  vero  minus  curvae 
variatae  omnes  quae  in  omnes  plagas  ab  illa  deflectere  possunt^ 
pro  singulis  coordinatis  recipiunt  variationes  neutiquam  a  se  invicem 
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pendentes,   solo  initio  ac  fine  excepto,    n\f\  eas  ad  datas  anperficies 
accommodari  oportet. 

D  e  fini  1 10      4« 
2  0.     RelcUio    inter   ternas  variabiles  unica  aequatione  deji* 
nita^    ut  una  earum  aequetur  functioni  binarum  reliquarum,   va- 
riari  dicitur^    si  vel  una  vel  omnes  tres  illae  variabiles  particuUs 
infinite  parvis  augeantur^  quae  earum  variationes  vocantur. 

E  X  p  1  i  c  at  i  0. 

2 1 .      Quoniam  hic  relatio  inter  ternas  variabile$  unica  aequa* 
tione  definiri  ponitur,    duabus  pro  arbitrio  sumtis  tertia  demum  de- 
terminatur,    ita   ut   pro    functione   duarum    variabilium    sit    habenda. 
£a   ergo   relatione    non    quaedam   Iin8a    curva,    si    rem    ad   figuras 
transferre  velimus,    indicatur,    sed    tota   quaedam    superficies,    cujus 
natura  aequatione  inter  ternas  coordinatas  exprimitur,  ex  quo  intel- 
ligitur,  eadem  relatione  variata  aliam  superficiem  ab  illa  infinite  pa- 
rum  dissidentem  repraesentari,  quae  variatio  ita  latissime  patere  de- 
bet,    ut  variatio  vel    tantum  ad  quampiam  superficiei  portionem  re- 
stringi  vel  per  totam  extendi  possit.       Prout  igitur  cum  quovis  su- 
perficiei  datae  puncto  aliud   punctum    superficiei  variatae  illi  quidem 
proximum  comparatiu*,  fieri  potest,   ut  non  solum  tiium  coordinata- 
rum  una  sed  etiam  duae  vel  adeo  omnes  tres  varientur;    unde  quo 
tractatio   in    omni    amplitudine   instituatur,    conveniet    statim    singuUs 
coordinatis   suas   tribui    variationes,    quas    propterea   ita   comparatas 
esse  oportet,    ut    tanquam    functiones    binarum    variabilium    spectari 
possint,    cum   binis   demum   determinatis    superficiei    punctum  deter- 
minetur. 

Corollarium     2. 
2  2.     Si  igitur  tres  variabiles  seu  coordinatae  sint  x^yttz^ 
quemadmodum  ex  relatione  binis  x  ti  y  pro  lubitu  valores  tribuere 
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lioet,  mKle  ^  Talorem  determinfttmn  obtineat,  itidcm  rariatio  ipsins  z 
ab'Utraque  iUanim  :r  et  ^  pendere  censenda  est,  qirandoquidem 
sive  alterutra  aive  ambae  mutentur,  alia  variatio  ipsius  z  resultare 
debet 

Coroliarium      2. 

23.  Quod  hic  de  variatione  unius  z  observatum  est,  per- 
inde  de  binis  reliquis  est  intelligendum,.  ita  ut  singularum  variatio- 
nes  sint  tanquam  functiones  binarum  variabilium  considerandae ;  quo- 
niam  vero  inter  a?  et  y  et  z  aequatio  datur,  perinde  est,  qua- 
rumnam  binarum  functiones  conclpiantur ,  quia  functio  ipsarum  y 
ct  z  per  aequationem  ad  functionem  ipsarum  x  tX.  y  revocari 
potest,  si  scilicet  loco  z  suus  valor  per  x  tX  y  expressus  substi- 
tuatur. 

S  c  h  0  l  i  0  n      1 . 

24.  Hac  variationum  institutione  erit  utendum,  si  superfi- 
cies  fuerit  investiganda,  quae  maximi  rainimive  quapiara  proprie- 
tate  sit  praedita,  quandoquidera  calculura  tura  ita  instrui  oporcet  ut 
eadem  proprietas  in  superficies  illi  proximas  ac  variatas  aeque  com- 
pelat.  Deinde  cum  in  curvis  xnaximi  minimive  proprietate  praedi- 
tis  amborum  terminorum  ratio  praescribi  soleat,  ut  vel  in  datis 
punctis,  vel  ad  datas  lineas  curvas,  vel  adeo  superficies  terminen- 
tur,  similis  conditio  hic  est  admittenda,  ut  superficies  quaerenda 
circumquaque  definiatur,  vel  data  quadam  superficie  circumscriba- 
tur;  cujus  posterioris  conditionis  ut  ratio  habcri  possit,  omnino  ne- 
cesse  est,  ut  omnibus  tribus  coordinatis  variationes  generalissimae 
a  se  invicem .  neutiquam  pendentes  tribuantur^  quo  eae  deinceps  in 
extrema  ora  ad  naturam  superficiei  terminantis,  accommodari  que- 
ant.  Hic  quidem  fatendum  est»  methodnm  maximorum  et  minimo* 
rum  vix  adhuc  ad  hujusmodi  investigationes  esse  promotam,  tantas- 
que   diffifcultates   hic    occurrere»    ad   quas    superandas   multo  majora 
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▲naljseos  incrementa  requiri  Tidentar*  Vernin  ob  bane  ipsam  eau* 
sam  eo  magis  erit  enitendum  ut  prinoipia  hujus  methodi,  quae  eal« 
culo  Yariationum  continentur,  solide  stabiliantur «  aimu^ue  clare  ae 
distincte  proponantur* 

S  c  h  oli  0  n      2.    < 
25.     Vix  opu8  esse  arbitror  hic  animadTertere ,  istum  calcu* 
lum  simlli  modo  ad  plures  tribus  variabiles  amplificari  posse,  etiamsi 
quaestiones  geometricae  non  amplius  dihicidationem  suppeditent;  ipsa 
enim  Analysis   non   uti    Geometria   certo    dimensionum   numero  limi* 
tari  est  censenda.       Quando    autem    plures   variabiles    considerantur, 
ante    omnia   perpendi    convenit,    utrum    earum   relatio   mutua    unica 
tantum  aequatione  exprimatur,    an  pluribus?    quae  tot  esse  possunt, 
ut  multitudo  unitate  tantum  a  numero  variabilium  deficiat,  quo  casu 
omnes  tanquam  functiones  unius  spectare  licet.       Sin   autem  paucio* 
ribus  aequationibus  constet  relatio,  singulae  variabiles  erunt  functio- 
nes  duarum  pluriumye  variabilium,     et    quolibet   quoque    casu  varia- 
tiones  singulis  tributae  tanquam    functiones  totidem  variabilium  trac- 
tari  debent,  siquidem  hunc    calculum  generalissime  expedire  velimus. 

D  e  fi  ni  t  i  o      5. 
26.      Calculus    variationum   est    methodus  inveniendi  varia^ 
tionem^    ^uam  recipit  expressio  ex  quotcunque  variabilibus  utcun^ 
que  conjlata^  dum  variabilibus  vel  omnibus  vel  aliquibus  variatio* 
nes  tribuantur. 

£  xp  li  c  at  i  0. 
2  7«  In  hac  definitione  nuUa  fit  mentlo  relationis «  quam 
hactenus  inter  variabiles  dari  assumsimus ,  cum  enim  hic  calculus 
potissimum  in  hac  ipsa  relatione  inves^ganda  sit  occupatus ,  quae 
scilicet  maxtmi  minimive  proprietate  sit  praedita ,  quamdiu  ea  ad- 
huc  est  incognita,  ejus  rationem  in  calculo  neutiquam  habere  licet, 
sed   potius   eum   ita    tractari  convenit,    quasi  variabiles   nulla  plane 
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relatione  inter  se  essent  connexae.  Calculum  igitur  ita  instrui  con* 
venit^  ut  si  singulis  variabilibus ,  quae  in  calculum  ingrediuntur,  va- 
riationes  tribuantur  quaecunque  ,  omnis  generis  expressionum ,  quae 
utcunque  ex  iis  fnerint  conflatae ,  variationes  inde  oriundae  investi- 
gari  doceantur ,  quibus  in  genere  inventis  tum  demum  ejusmodi 
quaestiones  evolvendae  occurrunt,  qualem  relationem  inter  variabiles 
statui  oporteat,  ut  variatio  illa  inventa  sit  vel  nulla,  uti  in  investi- 
gatione  maximarum  seu  minimoram  usu  venit ,  vel  alio  certo  quo* 
dam  modo  sit  comparata,  prout  natura  quaestionum  exegerit.  Hoc 
modo  si  istius  calculi  praecepta  tradantur,  nihil  impedit,  quo  minus 
etiam  ejusmodi  quaestiones  tractentur,  in  quibus  statim  relatio  quae- 
dam  inter  variabiles  tanquam  data  assumitur  ac  certae  cujusdam 
expressionis  ex  iis  formatae  variatio  ex  variabilium  variationibus 
nata  desideratur.  £x  quo  intelligitur ,  huc  calculum  ad  quaestioncs 
plurimas  diversissimi  generis  accomodari  posse. 

CoroIIarium      1. 

2  8.  Quaestiones  ergo  in  hoc  calculo  tractandae  huc  re- 
deunt ,  ut  proposita  expressione  qnacunque  ex  quotcimque  varia- 
bilibus  utcunque  conflata  ,  ejus  incrementum  definiatur ,  si  singulae 
variabiles  suis  variationibus  augeantur. 

CoroIIarium      2. 

29*  Similis  igitur  omnino  est  calculus  variationum  calculo 
differentiali ,  dum  in  utroque  variabilibus  incrementa  infinite  parva 
tribuuntur.  Quatenus  fiutem  uti  jam  observavimus ,  variationes  a 
differentialibus  discrepant,  adeoque  simul  cum  iis  consistere  possunt, 
catenus  summum  discrimen  inter  utrumque  calculum  est  agnoscenduro. 

S  c  h  o  1  i  on. 

3  0.     £x  observationibus  supra  allatis    discrimen  hoc  maxime 
Vol.  III.  6  0 
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fit  manlfestum^  ubi  enim  calculus  refertur  ad  iineam  curvami  quam 
cum  alia  aibi  proxima  comparari  oportet,  per  difTerentialia  a  puncto 
quovis  curvae  ad  alia  puncta  ejusdem  curvae  progredimur ,  quando 
autem  ab  hac  curva  ad  alteram  sibi  proximam  transilimus,  transi* 
tus  quatenus  est  infinite  parvus,  fit  per  variationes.  Idem  evenit 
in  superficiebus  ad  alias  sibi  proximas  relatis,  ubi  difierentialia  in 
eadem  superficie  concipiuntur,  variationibus  vero  ab  una  in  alteram 
transilitur.  Eadem  omnino  est  ratio  5  ^  res  analytice  consideretur 
sine  ullo  respectu  ad  figuras  geometricas .,  ubi  semper  variationes 
quantitatem  variabiliiun  a  suis  difTerentialibus  soilicite  distingui  opor- 
tety  quem  in  finem  variationes  signo  diverso  indicari  convejaiet. 

Hypothesis. 

31.  Fariationem  cujusque  quantitatis  variabilis  littera  3 
eidem  quantitaii  praefixa  in  posterum  designahimus,  ita  ut  S  x  ^ 
5y,  Sz  designent  variationes  quantitatum  x^  y,  z ;  ac  si  V  fue^ 
rit  cxpressio  quaecunque  ex  iis  conjlata^  ejus  variatio  hoc  modo 
ZF  nobis  indicabitur. 

CoroIIarium      i. 

3  2.  Significat  ergo  Zx  incrementum  illud  infinite  partum, 
quo  quantitas  x  augcri  concipitur  ,  ut  ejusdem  valor  variatus  pro- 
deat }  ex  quo  vicissira  intclligitur  valorem  variatum  ipsius  x  fore 
X  -|-  5ar. 

Corollarium      2. 
33.      Quatenus    crgo    expressio  V    ex  variabilibus  x^  t/  et  2 
conflatur,  si  earum  loco  scribantur  valores  variati 

X  -\-  ^x  ^     t/  -+•  Jj/    et    z  -+-  ds , 
atque  a  valore  hoc  modo  pro  V  resultante    subtrahatur  ipsa  V  re- 
siduum  erit  variatio  ^V. 
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Corollariiim      3. 

3  4.  Hactenus  crgo  omnia  perinde  se  habent  atque  in  caU 
culo  difFerentiali ,  ac  si  V  fuerit  funciio  quaecunque  ipsarum  a?,  y 
et  s,  sumto  ejus  difrerentiali  more  solito  tantum  ubique  loco  d  scri- 
batur  5,  et  habebitur  ejus   varialio  5V- 

S  c  h  0  1  io  n      1. 

35.  Quoties  ergo  V  est  funciio  quaecunque  quantitatum  va- 
riabilium  x  ^  j/  ,  s  ,  ejus  variatio  iisdem  regulis  inde  elicitur 
ac  difTerentiale  ejus  ,  ex  quo  calculus  variationum  prorsus  cum 
calculo  diiFerentiali  congruere  videri  posset ,  cum  sola  signi  diversi- 
tas  levis  sit  momenti.  Yerum  probe  perpendendum  est,  hic  non  om« 
nes  quantitates  ,  quarum  variationes  requiruntur  ,  in  genere  functio- 
num  comprehendi  posse  ;  quamobrem  etiam  in  definitione  vocabulo 
expressionis  sum  usus ,  cui  longe  ampliorem  significatum  attribuo. 
Quatenus  enim  ad  relationem  mutuam  variabilium  respicere  non  li- 
cet,  quia  est  incognita,  eatenus  ejusraodi  expressiones  seu  formulae, 
in  quas  variabilium  difTerentialia  atque  etiam  integralia  ingrediuntur, 
non  amplius  tanquam'  merae  functiones  variabilium  spectari  possunt, 
ac  formularum  tam  "differentialium  quam  integralium  variatio  pecu- 
liaria  praecepta  postulat ;  sicque  totum  negotium  huc  redit ,  ut 
quemadmodum  formularum  utriusquc  generis  variationes  investigari 
conveniat,  doceamus,  ex  quo  tractatio   nostra  evadit  bipartita. 

S  ch  0  I  i  o  n      2. 

3  6.  la  ipsa  lautem  tractationc  maximum  exoritur  discrimen 
ex  numero  variabilium,  qui  si  binarium  superet,  vix  adhuc  perspici- 
tur ,  quomodo  calculus  sit  expediendus.  Cum  cnim  pluribus  intro- 
ductis  variabilibus,  etiam-  diflerentialium  consideratio  longe  aliter  cx- 
pendatur,  dura  pleruraqiie  binarum  tantum  dilferentialia  ita  inter  se 
comparari  solet,  quasi  reliquae  variabiles  manerent  constantes,  simi- 

50* 
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lis  quoque  ratio  in  variationibus  erit  habenda  ia  quo  etiamnune  tan* 
tae  difficultates  occurrunt ,  ut  vix  pateat  quomodo  eas  superare  \u 
ceat;  ante  omnia  certe  prima  hujus  calcilli  principia  accuratissime 
evolvi  erit  necesse,  ut  ex  intima  rei  natura  calculi  praecepta  repe- 
tantur,  in  quo  plerumque  summae  difficultates  offendi  solent.  Pri- 
mum  igitur  hunc  calculum  ad  duas  tantum  variabiles  accommoda^- 
tum,  quemadmodum  is  quidem  adhuc  tractari  est  solitus,  expUcare 
conabor ,  variationes  tam  formulanmi  differentialium  quam  integra^- 
lium  investjgaturus ,  tum  vero  si  quid  lucis  ex  ipsa  hac  tractatione 
affulserit,  quoque  ad  tres.  pluresve  variabiles  contemplandas  pro- 
grediar. 
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DE 

VARUTIONE    FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM    DUAS    VA- 
RIABILES  INVOLVENTIUM. 

Theor  em  a     1. 

37. 

f^ariatio  differentialis  semper  aegualis  est  differentiali  variatio^ 
nis  j  seu  est  Sd^=dS^,  quaecunque  fuerit  quantitas  F^  quae 
dum  per  differentialia  crescit^  etiam  variationem  recipit. 

Demonstratio. 

Quantitas  variabilis  V  spectari  potest  tanquam  applicata  cur* 
rae  cujuspiam ,  quae  suis  differentialibus  per  eandem  curvam  pro* 
grediatur,  suis  variationibus  vero  in  aliam  curvam  illi  proximam 
transiliat  Dum  a^tem  in  ejusdem  curvae  punctum  proximum  pro* 
movetur,  fit  cjus  valor  =:  V  ^-  3T,  qui  sit  zn  y\  ideoque 
3y  mV'  —  V^  ex  quo  variatio  ipsius  dV  hoc  est  53 V  erii 
—  5V^  —  5  V.  Verum  5V^  est  valor  proximus  ,  in  quem  5  V  suo 
differentiali  auctum  abit ,  ita  ut  sit  SV  =:  5V  -f-  35V ,  seu 
5V^  —  5Vtz:35V;  unde  evidens  est  fore  53Vzr:35V,  seu  varia- 
tionem  differentialis  esse  aequalem  differentiali  variationis ,  prorsus 
uti  Theorema  affirmat. 

C  o  r  o  1 1  ar  i  um      i. 
38.     Hinc   variatio   differentialis    Secundi  3dV   ita   definitur, 
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ut  sit  553Vrz95.9V,    at    cum  sit  5dV=:55V,    aequalitas  crit 
inter  has  formulas 

my  =  asav  =:  a^sv, 

Corollarium      2. 

39.  Eodem     modo   pro  difFerentialibus  tertii   ordinis  crit 
Sd^Y  =1  dWV  =:  dd^dy  =z  d^5V, 

^t    pro   differentialibus    quarti    ordinis    variatio    ita   se   habebit  ut  sit 

5d*v  =  asa^v  =  aasaav  =  a^jav  =  a^sv, 

similique  modo  pro  altioribus  gradibus. 

Corollarium     3. 

40.  Si  igitur  variatio  desideretur  difTerentialis  cujuscunque 
gradus ,  signum  variationis  $ ,  ubicunque  libuerity  inter  signa  diffe- 
rentiationis  d  inseri  potest ;  in  ultimo  aut^m  loco  positum  declarat, 
variationem  differentialis  cujusvis  gradus  aequalem  esse  differentiali 
ejusdem  gradus  ipsius  variationis« 

Corollarium     4. 

41*  Cam  igitur  sit  53"Vrz:5^5V,  res  semper  co  redu- 
citur,  ut  variationis  quantitatis  V  seu  ipsius  5  V  differentialia  cujus- 
que  gradus  capi  possint  ;  atque  in  bac  reductione  praecipua  vis 
hujus  novi  calculi  est  constituenda. 

•    S  c  h  o  1  i  o  n      1. 

4  2«      Vis  demonstrationis    in    hoc   potissimum  est   slta ,    quod 

p.    3.    5V    abeat   in    5V^,    si    quantitas    V    suo  differeniiali.  increscit,  quod 

quidem    ex    natura    differenlialium    per    se    est    manifestum  ;     interira 

tamen  juvabit   id   per   Geometriam   illustrasJSe.      Pro    curva    quacun- 

quc   E  F    sint   coordinatae  AX  ~  a?  et  XY  zr  y^  in  qua  si  per  in- 
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tervallum    iBflnite   parvura    YY^    progrediamur,    erit  in  diflFercntialibus 
AX^  =  X  ^  dx    et    X^Y''  =z  y  +•  ^y, 

ideoque 

'dx  z=i  kyi'   —   AX    et  'by  z=  X^Y^  —  XY. 

Nunc  conoipiamus  aliam  curram  ef  illi  proximam ,  cujus  puncta 
y  et  y"  cum  illius  punctis  Y  et  Y''  comparentur,  ad  quae  propte* 
rea  per  variationes  transiljus  fiat ;.  ac  sumtis  simili  modo  coordina- 
tis  erit 

Ao;  z:;;  :r  •+•  5a;    et    ^U  z:^  y  -\^  Sy^ 
ideoque 

Sx  —  Ax  —  AX    et    Sy  zzz  xy   -^   XY  ^ 
tum  vero  erit 

Ax""  zn  X   -4-  5a:   -f-  5(07  -4-  ^x)    et 
:ty  —  y  H-  5y  +  5  (j/  -I-  3«/) , 

quatenus  a  puncto  Y^  per  variationem  in-  punctum  y^  ti-ansiliraus. 
Verum  ad  idem  punctum  y^  quoque  ex  puncto  y  per  difFerentia- 
tionem  pervenimus,  unde  colligitur 

Ax^  =:  o?  +  5a:   -4-  d(^  -4-  Sx)    et 
xy  zn  y'^  Sy  -^  b(y  -+-  By). 

His  jam  valoribus  cum  illis  collatis,  prodit 

X  -f-  dx  -^  Sx  -{^  SBx  nz  X   -^-^  Sx  -^  dx  -^  DSx    et 
y  +  ^2/  +  5y  "4-  53y  =:  y  +  5y  H-  5y  -H  dSy, 
unde   manifesto  sequitur  fore 

Sdx  zzz  dSx    et    Sdy  —  d^y. 

Quae  81  attentius  consideremus,  principium  ,  cui  demonstratio  inniti- 
tur  ,  huc  redire  coraperimus ,  ut  si  quantitas  variabilis  primo  per 
differentiationem  deinde  vero  per  variationem  proferatur,  idem  pro* 
veniat ,     ac    si    ordine    inverso  primo  per  variationem  tum  vero  per 
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diflFerentiationem  promoveretur.  Veluti  in  figura  ex  puncto  Y  pri- 
mo  per  difFerentiationem  pervenitur  in  Y^  hinc  vero  per  variationem 
in  y^ :  inverso  autem  ordinc  primum  ex  puncto  Y  per  variationem 
perrenitur  in  y  ^  hinc  vero  per  differentiationem  in  punct^m  t/^ 
idem  quod  ante. 

S  c  hol  io  n      2. 

43.  Tbeorema  hoc  latissime  patet,  neque  enim  ad  casum 
duarum  variabilium  tantum  restringitur,  sed  .veritati  est  etiam  con- 
sentaneum,  quotcunque  variabiles  in  calculum.  ingrediantur,  quando- 
quidem  in  demonstratione  solius  illius  variabilis  cujus  tam  differen- 
tialc  quam  variatio  consideratur,  ratio  habetur  sine  ullo  respectu  ad 
Fig  *•  reliquas  variabiles.  Ne  autem  hic  ulli  dubio  locus  relinquatur,  con^ 
sideremus  superficiem  quamcunque,  cujus  punctum  quodvis  Z  per 
coordinatas  ternas 

AX  =1  x,yiY  z=.  y,   et    YZ  z=i  z 

definiatur,  a  quo  si  ad  aliud  punctum  proximum  Z^  in  eadera  super- 
ficie  progrediamur ,  hae  coordinatae  suis  differentialibus  increscent. 
Tum  vero  aliam  quamcunque  superficiem  concipiamus  proximam, 
cujus  pimcta  z  et  z""  cum  illis  Z  et  Z^  conferantur,  quod  fit  per 
variationem.  His  positis  perspicuum  est,  duplici  modo  ad  punctum 
z^  perveniri  posse,  altero  per  variationem  ex  puncto  Z''  altero  per 
differentiale  ex  puncto  z,  sicque  fore 

Ax'  z^  AX^  +  5  .  AX^  =:  Ax  ^-  a  •  Ax, 
x^  =  X^r  +  5  .  X'r  =1  xy  ^  d  .  xy, 
y'z'  z=  Y^Z^  +  5  •  Y^Z^  =1  yz  ^  d   .  yz, 

quod  etiam  de  omnibus  aliis  quantitatibus  variabilibus  ad  haec  pun- 
cta  referendis  valet.     Hinc  autem   luculenter  sequitur  fore 

Sdx  zzz  d^T,    SBy  zzz  d^y,    Sdz  —  d^z. 
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&c  h  o  1  j  o  n  :  3.  si: 

44.  Memorabile  prorsus  est,  quod  casu  difFerentialium  al- 
tioris  ordinis  signum  variationis  S  pra  iHbUu*  inter' sipJia  differen- 
tiationis  d  inscribi  possit,  atque  hinc  jntelligere  licet ,  hanc  permu- 
tabilitatem  locum  quoque  esse  habituram',  etiamsi  signuih  vai'iationis 
5  perinde  ac  differ-entiationis  d  aliqijoties  rep«taturv  quod  fortasse 
in  aliis  speculationibus  usu  venire  posset.  Verum  in  praesenti  in- 
stituto  repetitio  variationii  5  nullo  tnbdo  locum  jiabere  potest,  quo- 
niam  lineam  vel  superficiem  tantum  cum  unica  alia  sibi  proxima 
comparamus ;  etsi  enim  haec  gcneralissime  consideratur,  ut  omnes 
possibiles  itidem  proximas  in  se  comptectatur,  tamen  tanquam  unica 
spectatur,  neque  postqiiam  e  prj»dpali  In  prox|mjim  tranailive^it&us, 
novus  transitus  m  atiam  concedkiir.  Uhsc  ergov  ejasmodi  specula*' 
tiones  ,  quibus  variationuflK  varjatienes  .  cssj&nt.  quacrendae  ,  ommho 
excluduntur.  Vicissim  autcm  hic  variationvm  difFerentialia  cujusque 
ordinis  admitti  debent  ,  et  cum  ih  formulis  dirferentialibus ,  quae 
quidem  significalum  habent  finitum,  ratio  differentialmm  tantuih  specr 
tetur,  quae  si  binae  variabiles   sint  aj  et  y,  bujusmodi  positionibus 

dy  zn  pdx  ^     dp  —  qboc  i'   "dq  HZ  rDof,     etc. 
ad  formas  finltas  revocairi '-solent ,    harum!  quantitatuhi  />,  7,'r,  etc. 
variationcs  potissimum   assignari  necesse   est. 

"'.''•  I  i  •    •  '      f 
Problema      1. 

4  5.      Datis  bii)arum    variabiiium  a?  et  yi   varlatipnil^us  Sx  et 
Sy,  formulae  diffcrentialis  A^  =  ^  variationem  definire.  : , 

S  6  1  u  t  i  6.. 

Cum  sit 

Sdy  —  dSy    et  .S^x  -zz  dSx , 
variatio    quaesita    dp    per    notas    difl^erentiationis    regulas    reperitur, 
Vol.   III.  51 
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dummodo  loco  signi  differentiatiohis  d  scrlbatur  signum  varlationis 
5,  undc  cum  oriatur 

6p  —  —  ^a^»  ■    -     ' 
erlt  per  conyersionem  ante  demonstratam 

ubi  cum  ^x  et  ^y  sint  vdriationes  ipsarum  x  ct  y ,  hincque 
^x-+'dSx  et  Sy  -+ ddy  variationes  ipsarum  x-f-da;  et  y-+-3y^ 
notandum  est  forc  uti  jam  observavimus 

dSx  zzz  ZQb  ^  3a?)  —  Zx  et  dSy  zz  5  (y  -k  3y)  —  5y. 
Idem  inventtor  ex  primis  principiisy  cum  enim  valor  ipsius  variatus 
uXrp^Sp^   isque  prodeat,   si  loco  x  tX  y  earum  valores  variati, 
qui  sunt  orH^&r  et  y  +  d^»    substituantur  ^    erit 

p  -\-  op  ^  aro^^  —  a:;;qrd?55' 

tttide  ob  ;i=:|2  fit      ' 

1      ;j        3(2    — ^   3>  -h  diy  By    ,   ax83>  ~  dydix 

op  ^  0  •  djc  —  asx-f-di^x         dx  —         dx»         ' 
quoniam  in  denominatore  particula  dx^^  prae  dx^  evanescit. 

C  o  r  ol  1  a  ri  u  m      i. 

46.  Si  dum  per  differentialia  progredimur,  variabiles  x  et 
y  contmub  auctas  designemus  per  a/,  a/'',  x^^^^  etc  y^,  y^^  t^^^, 
etc.    ut  sit 

a/  iz:  a:  -+-  9x    et    y^  m  y  -4-  3y,    crit 
d$x  ziz  ^^  —  5a:    et    35j/  =:  5y^  —   5y , 


hincque 


5,,    X        ^y    *r  (yy  —  iy)  ^ByJ^^—J^) 


atjB  ~     ,  dx* 
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Cor  ollai?iuin  -  Z»  • 

4/.  viuoniam  rariationes  ariibarnm  Vatiabiltum  x  ety  neu- 
tiquam  a  se  invicem  pendent ,  sed  prorsus  arbitrid  nostro  relin- 
quuntur,  si  ipsi  ar  nullaa.  tribuamus  yarlationes  ut  sit        >  -^     i 

$«  =  0    et    Zx^  :=  0,    crit  .'  ',        '     ' 

Corol  lairittm     8.     » 

48.  Si  praeterea  unicae  variabili  y  variationem  ^y  tribua* 
mus ,  ut  sit  5y^  =z  0  ,  erit  ^pzn  —  ^ ,  quae  hjrpothesis  minime 
naturae  refragatur,  quia  curvam  proximam  ita  cum  principali  con- 
gruentcm  assumi  licet,  ut  in  unico  tantum  puncto  ab  ea«discrepet. 

S  chol  ion. 

49.  Vulgo  in  solutione  problematum  isoperimetricorum  alio* 
rumque    ad   id  genus  pertinentium,  curva  variata  ita  congruens  sta« 
tui    solet,    ut    tantum    in   uno    quasi    elemento    discrepet.      Ita    si 
quaerenda  sit  curva  £F  certa  quadam  maximi  minimive  proprietate    Kg.  s* 
gaudens,  unicum  punctum  Y  in  locum  proximum  y  transferri  solet, 

ut  curva    variata  £M^Y''F    tantum    in    intervallo    minimo   MY^  a 
quaesita  deflectat  ita,  ut  positis 

AX  zzi  X    et    XY  =  y, 

sit  pro  variata  curva 

Arc  n:  a:  -f.  5^    et   xy  zi:  y  ^  $y^   seu 
^x  z=i  Ax  ^  AX    et  ^y  :=:  ay  ^  XY, 

pro    sequentibus    vero   punctis «    ad    quae    difrerentialla  ducunt ,   sit 
ubique 

^x'=zO,  V=0»  5a?^^  =  0,  V^r=0,    etc.  • 
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itemque  pro  antecedentibus.  •  Quifa' ctiam  ad  calculi  commodum  va- 
ilatio  l^  z^;i  ^x,  nuli^  sumi  solet ,  ut  omnis  variatio  ad  solum  ele- 
raentum  oy  perducatur,.  quo  casu  utique  habebitur  d/?cz:  —  |^, 
haecque  unica  vari^tio  utique  6ufficit  ad.  prpblem^ta  hujus  generis, 
quae  quidem  fuerint  tiactata,  resolvenda.  Verum  si ,  uti  hic  insti- 
tuimus,  haec  problemata  latius  extendimus,  ut  curva  quaesita^  circa 
initium.  et  finem  certas  determinationes  recipere .  queat ,  utique  ne- 
cessarium  est  calculum  variationum  quam  generalissime  absolvere, 
atque  in  omnibus  curvae  punciis  •  variatio^ies  indefinitas  coordinatis 
tribuere.  Quod  etiam  maxime  est  necessarium,  si  hujusmodi  inves- 
tigationes  ad  lineas  curvasnon  continuas  accommodai-e  velimus. 

Probiema     2, 

5  0.  Datis  binarum  variabilium  x  et  y  variationibus  ^x  et 
Sy,  si  ponatur  dy  zzz  pdx  et  dp  zzi  qdx^  invenire  variationem  quan- 
titatis  q  ,  seu  valorem  ipsius  Zq. 

'  .  '      .  :  -  S  0 1  utio. 

Cum  sit  ^mv^»    erit  pro  yalore   vai-Iato 
tf  -h  cq  ^  a-(x  H=^  ""  arq^ajx  * 

unde  auferendo   quantitatem  qzn^  relinquitur 

^       dxd^p  —  dpdSx 

quae  variatio  ergo  etiam  ex  differentiationc  formulae  7—^^  resul- 
tat ,  si  moj^e  consueto  diiTerendatio  Jnstituatur ,  Toco  Tcro  signi  dif- 
ferentialis  d  scrlbatur \  signrnn^  yadatioilis  S^^  obi  quidem  meminisse 
juvabit  esse,  •     ^.  .  ,,  ^ 

^dx  ziz  ^dx    et    ^dp  —  d^p. 

Supra  autem  inyenimus ,    ob  p:zz^  ease 
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unde   potro   per   consuetam   differentiationem   valor   ipsius  dSp  scili- 
cet  differentiale  ipsius  Sp  colligitur. 


Corollarium      1. 

Bp  ^p  ^  t^. 


bi.     Cum  sit  ll=p  et  ^|z=7,    erit  primo 


dx  dx 

tum  vero 

5a   —  ^!^-  —  ?|^. 
^  3x  dx 

Pro   usu  autem   futuro   praestat  bic  particulam  d^p   relinqui,    quam 
ejus  valorem  ex  praecedente  formula  erui.. 

Corollarium     2. 
52.     Interim  tamen  cum  prior  per  difterentiationem  det 

hoc  valore  substituto  prodit   - 

V    ; ddSy        ddxdSy        pddS»        SqdSx        pddxdSx 

C  o  r  o  11  a  r  i  um      3. 

63.     Quod  si  soli  variabili  y  variationes  tribuantur,  ut  par- 
ticulae  ^x  et  quae  inde  derivantur  evanescant,  habebimus 

Sp  =  ^^   e.   5,  =  ^^  =  l^  -  5^. 

ac  si  differentiale  dx  constans  accipiatm- ,  erit  Sq  :iz  -^  • 

S  c  h  oli  on      1. 

5  4.     Quo  haec  facilius  intelligantur ,    consideremus  in  ciurva 
EF,    pcr  rclationcm   inter  variabiles   AX=:a?  et  XY  =  y,    plura   Rg.  5. 
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pnncta  Y,  f,  y^,  ctc.    secundnm   differentialia   continuo   promota, 
ut  sit 

AX  =  a;,    AX^    zzzx-^dx,    AX^' =:  x-^  2^0: -^ddx, 
A  'X/^''  =zx-\-  3dx  -f-  3ddx  -{-d^x, 

X///Y///  =zy-\-3dy-^3ddy-^  d  V" . 

quae  dlfrerentiaria  cujusque  ordinis  indicantes  ita  breTitatls  gratia 
repraesententur 

AX=:a;,    AX^zza/,    AX^^zzzx'^    AX^^^z^x"'',  etc. 
XY=:i/,  X'Y^=y,  X^^^^  =  /^X'^^'''''  =  y'''^  etc. 

quibus  singulis  suae  yariationes  nullo  modo  a  se  inTicem  penden- 
tes  tribui  concipiantur,  ita  ut  omnes  istae  Taiiationes 

5  o? ,     S  a?'' ,     5  a/'' ,     5  a/^'',     etc. 
5y.     ^y\     5s^^     Sj^^^     etc. 

a  lubitu  nostro  pendentes  tanquam  cognitae  spectari  queant.  His 
jam  ita  constitutis  differentialia  cujusque  ordinis  Tariationum  in  hunc 
modum  repraesentabuntur ,    ut  sit 

a5.-r  =:  5a/  —  5a; ,    dd^  zzz  Sa?^''  —  25a;'  4-  5ar , 
a^Sx  =:  Bx'^'  —  3dx''  H-  35x'  —  5ar ,  . 

Quodsi  jam  unicum  punctum  curyae  Y  Tariari  sumamus ,    erit 
95a?  ZZZ  —  5x ,    3D5a?  z=  -f-  5a: ,    9'5a;  ~  —  5a; ,    etc. 
d^yzzz  —  ^yy    dd^yzzz-^^y,    d^Syrz— ^,    etc. 

hincque 

°v  —  a,i  -t-  ij?  dl^  ~r  ibr  —    -di»    » 
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ubi  omtsftis  paxtibus  reliquaram  respectu  evanesceuUbus ,    erit 
59  ir:  5y  .  g^  —  5a;  .  ^  • 

Dcnique  81  soli  applicatae .  XY  ziz^y  variatio  trlbuatur,  habebitur 

5;?  =  —  5^  5y   et   5^  =  g^  .  5y. 

Scholion     2. 

55.  Hinc  patet  si  in  unico  cui*vae  puncto  variatio  statua- 
tur ,  insigniter  contra  recepta  diiferentialium  prlncipia  impingi ,  cum 
variationum  differentialia  superiora  neutiquam  prae  inferioribus  eva- 
nescant  sed  jugiter  cundem  valbrem  retineant  ^  atque  adeo  variatio- 
nes  quantitatum  p  ct  q  in  infinitum  excrescant,  siquidem  infiniie 
parva  So;  et  Sy  ex  eodem  ordine  quo  differentialia  dx  et  dy  assu- 
mantur.  Quin  etiam  hinc  in  calculo  maxime  cavendum  est  ne  in 
enormes  errores  praecipitemur,  cum  calculi  praecepta  legi  continui- 
tatis  innitantm*,  qua  lineae  curvae  continuo  puncti  fluxu  describi 
concipiuntur,-  ita  ut  in  earum  curvatura  nusquam  saltus  agnoscatur. 
Quodsi  autem  unicum  curvae  punctom  Y  in  ^  diducatur,  r^Iiquo  Fig.  s. 
curvae  tractu  praeter  bina  quasi  elementa  M^  et  yY^  invariato  re- 
licto  ,  evidens  est  curvaturae  ingentem  irregularitatem  induci ,  cum 
vulgares  caculi  regulae  non  amplius  applicai*i  queant.  Cui  incom*-| 
modo  ut  occurramus  tutissimum  erit  remedium,  ut  singulis  cur-| 
vae  punctis  mente  saltem  variationes  tribuantur ,  quae  continuitatis 
quapiam  lege  contineantur ,  neque  ante  irregularitas  in  calculo  ad« 
mittatm^^  quam  omnes  dtfferentiationes  et  integrationes  fuerint  per- 
actae  ;  hocque  modo  saltem  species  oonunuitatis  in  calculo  retinea- 
tur.     Quamvis  ergo  variationum  differentialia 

d^y  t     ^35y,     9^5y,     etc,     item 
d^x ,     dd^x ,     9^5a? ,     etc. 

forte   in   facta  b^rpotbesi  ad  simplices    variatIone<    revocare   liceat, 
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tamen  expedit  illas  formas  in  calcalo  retineri  ad  eaaqiie  seqiientea 
integrationes  accommodari ,  atque  huc  etiam  redeunt  operationes, 
quas  olim,  cum  idem  argumentum  de  inveniendls  curVis  maximi  mi- 
nimive  proprietate  praeditis  tractassem  ,    expedire  docueram. . 

P  r  0  b  I  e  ma      3. 

6  6.  Datis  binarum  variabilium  a:  ei  y  variationibus  Sx 
et  5i/ ,  rationum  inter  difFerentialfa  cujuscunque.  gradus  variationes 
investigare. 

S  o  1  u  1 1  o. 

Quaestio  huc  redit  ut  positis  continuo 

dy  zn  pdo^,  dp  zz:  qdx,  dg  =  rdx^  dr  rz  «^a?,  etc. 
quantitatum  p,  q^  r,  ^,  etc.    variationes    assignentur,    cum    ad    has 
quantitates    omnes    differentialium    cujuscunque    ordinis  rationes,   quae 
quidem  finitis  valoribus  continentur,   reducantur.      Ac  de  harum   qui- 
dem  duabus  primis  p  et  q  jam  vidimus  essc 

Quoniam  igitur  porro  est 

harum  variationes  sinlili  modo  per  difFerentifiitionis  regulas  inve- 
niuntur 

o  r  ~  -^   —   -^—  ,    o  s  zz   3—   —    -5 — ,  etc. 

ubi  si  lubuerit  loco  d^p^  d^q,  B^r,  etc.  difFerentialla  varialionum 
5p,  5^,  5r,  etc.  ante  inventarum  substitui  possunt.  •  Hoc  autem 
non  solum  in  formulas  nimis  proiixas  induccrct ,  sed  etiam  utt  ex 
sequcntibus  patebit,  ne  quidem  est  riecessarium,  cum  hinc  multo  fa- 
cilius  omnes  deductiones,  quibus  opus  erit ,    institui  qucant. 
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C  0  ro  llar  ium      1. 

S*I.  Si  toli  Tariabili  y  yariationes  tribuantur,  seu  manen* 
tibus  abscissis'  x  tantum  applicatae  y  suis  variationibus  augean- 
tur,  habebimus 

C  0  r  ol  1  ar  i  u  m      2. 

58.  Quodsi  praeterea  otnnia  ipsioa  x  incrementa  dx  aequa* 
lia  capiantur,  seu  elementum  ^v  constans  statuatur,  substitutis  diffe» 
renlialibus  praecedentium  formularum   in  sequentibus,  obtinebitur 


CoroHarium      2. 

5  9.  Si  solis  abscissis  x  variationes  tribuantur,  ut  variatio 
^y  cum  omnibus  derivatis  evanescat,  simulque  elementum  dx  con- 
stans  capiatur,  singulae  hae  variationes  ita  se  habebunt 

^p  —  -dx—^  ^9  —  —fe^ &r ' 

T         _    — fd^dx  Sqddhx  3rdja: 

^  ^    ~dx*  ~    ~      "^"    ~         dx"^  ^ 

T        — p^^x  4^3^^  6r  aa  ^x  Jksd^x 

etc. 

Corollarium      4. 

60.  £tiam;«i  ergo  hoc  casu  elementum  ^x  constans  acci- 
piatur,  tamen  hic  occurrunt  differentialia  cujusque  ordinis  variationis 
Sxy  cujus  rei  ratio  est ,  quod  variationes  valorum  ipsius  x  conti» 
nuo  ulterius  promotorura  a/,  a/^,  etc,  neutiquam  a  diflTerentialibus 
pendere  statuuntur. 

Vol.   IIL  62 
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Scholion» 

61.  Quando  antem  placuerit  soli  vartabili  x  Tariationes  tri- 
buere  ,  tum.  omnino  praestat  •yarjabiies  x  tX.  y  inter  se  permutari, 
atque   hujusmodi   potius  positionibus  uti  ^ 

do?  =  pby  ^     ^P  =  v^y»     ^7  =  r^y  ^    ^*^- 

quibus  species  differentUii*»»  toiiaiur ,  tum  vero  sumto  elemento 
^  ^^^...^^m^ ,  Similes  formulae  simpiiciores  pro  variationibus  quau- 
titatum  p^  g^  r^  etc.  reperiuntur,  atque  Corollario  2.  Caeterum 
quo  caiculus  ad  omnes  casus  accommodari  queat ,  seraper  expedit 
utrique  variabili  suas  variationes  tribui,  etsi  eniqi  tum  formae  multo 
perplexiores  prodeant,  praecipue  si  evolvantur,  tamen  calculum  pro- 
sequendo  tam  egr6gia  se  offerunt  compendia ,  ut  in  fine  calculus 
vix  fiat  operosior,  neque  hujus  proli^tatis  taedeat.  Ad  problemata 
ergo  magis  generaiia  ad   hoc  caput  pertinentia  progrediamur. 

Problema      4. 

'  62.      Datls  duarum    variabilium    x  ei  y    variationibus    ^x  et 

5y,  formulae  cujuscunque  finitae  V  tam  ex  illis  variabilibus  ipsis 
quam  earum  differentialibus  cujuscunque  ordinis  conflatae  variatio- 
nem  invenire. 

S  0  lu  t  i  0. 
Cum  V  sit  quantitas  valorem   habens  finitum ,   ponendo 
dy  —  pdx  ,    dp  —  qdx  ,    dq  rz  rdx  ,    dr  zz:  sdx  ,    etc. 

differentialia  inde  toUentur ,  prodibitque  pro  V  fimctio  ex  quanii- 
latibus  finitis  formata  x^y^p^q^r^s^  etc.  Quaecunque  ergo 
sit  ratio  compositionis,  ejus  differentiale  sfemper  hujusmodi  babe- 
bit  formam 

DV  —  ^\dx  +  N^y  ^  ?dp  H-  Q^q  4-  Rdr  -f-  Sds  +  etc. 
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horuni  membrofuni  numero  existente  eo  majore,  quo  altk)ra  diffe* 
yentialia  ingrediuntur  in  V.  Quodsi  vero  hujus  formuiae  V  varia- 
tio  5V  fuerit  indaganda ,  ea  obtinetur  si  loco  quantitatum  variabi* 
lium  x^  y^  p^  q^  r,  etc.  eaedem  suis  variationibus  auctae  substitu- 
antur,  et  a  forma  resultante  ipsa  quantitas  V  auferatur,  ex  quo 
intelligitur,  variationem  ope  .consuetae  differentiationis  inveniri  signo 
tantum  differentialis  3  in  signum  variationis  5  mutato.  Quare  cuift 
difFefentiale  supra  jam  sit  exhibitum ,  impetrabimus  variationem 
quaesitam 

5V  —  MSo:  -i-  NS^  -hPS;?  ^  Qj^q  -f-  R5r  -h  ^h  -f-  etc. 

quamadmodum  autem  variationes  5p,  5^,.  5r,  5^,  etc.  per  variatio- 
nes  sumtas  5a?  et  5y  determinentur,   jam  supra  est  ostensum. 

CoroIIariura      1. 

63.      Si  hic   substituaraus  valores  ante  inventos ,    obtinebimus 
variationem  quaesitam  ita  expressam 

5v — uix  -+-  wat/  -+-  9^  (paSi/  ^  Qas^  ^  r^s^  ^  saSr  ^  ctc.)  . 

~  ^  (P/)  H-  Q^r  -f^  Rr  -H  S^  -f.  etc). 
CoroIlarium2« 


64.  Si  variablli  x  nulla  planre  mbuatur  variatio  ,  atque  in* 
super.  elementum  dx  constans  accipiatur,  tum  quantitatis  .propositae 
V  variatio   ita  prodibit  expressa 

dV  ~  waj/  +  -^  H-.-^—  -T-  -ai.-  +  -y^-  +  etc. 

S  c  h  0  1  i  o  n.  -  v 

66.  In  his  formis  saltem  species  homogeneitatis  in  diffe- 
rentialibus  spectatur,    Biquidem  ^x  et  Zy  ad  ordinem  diiTerentialium 

62* 
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referantur,  quod  longe  secus  eveniret,.  si  eo  casa  quo  unicum  cur- 
vae  punctum  variatur ,  staiim  vellemus  loco  diflTerentialium  variatio* 
num  valoi'e8  supra  (§.  54.)  exhibitos  substituere,  quo  quippe  pacto 
idea  integrationisi  qua  hae  formulae  deinceps  indigent^  excludereiur 
Caeterum  patet  quomodo  inventio  variationum  ad  consuetam  diffe- 
rentiationem  revocetur ,  dum  tolum  discrimen  in  hoc  tantum  est  si* 
tum,  ut  loco  variationum  Bp^  S^,  dr,  etc.  valores  jam  ante  assig- 
nati,  quos  quidem  ipsos  quoque  per  consuetam  difTerentiationem  eli* 
cuimus,  substituantur.  Conveniet  autem  hanc  operationem  aliquot 
exemplis  illustrari ,  quo  clarius  indoles  totius  hujus  tiactationis  per- 
cipiatur. 

Exemplum      i. 
66.      Formulae    subtangentem    exprimentis    ^    variationem 


mvenire. 


Ob    3  f/  m  ;>  5  x    haec    formula    fit   | »    unde    ejus    variatio 
^  —  ^^ ,    ubi  ioco  5/?  valore  substituto »    fit  ea 

quae    postrema    forma    immediate    ex    difTercntiatione    formulae    pro- 
positae  nascitur. 

£  X  e  m'  p  I  u  m      2. 

6  7.      Formulae  ipsam  tangentcm  exprimentis  ■    '^    gf^       - 
variationem  invenire. 

Fosito  dy—pdot:  praebet  hanc   fbrraam  finitam 
^  V    (1    4-  PP). 
imde  variatio  quaesira  est 

~  l^  (i    -f-  ppy r^ 5  • 
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quae  trBnsrormatur  m  hanc 

Exemplum      3. 

6  8.      Formiilae  radiwn  curvedinis  exprimentis   -^ — ^— 

oxddy 
variationem  dejinire^ 

Posito  dy—pdj^  et  dp  —  gdx   haec  formula  transit  in  hanc 

(I  -f-/>p)« 

,    cujus  propterea  vaiMatio  est 

ubi  quidem  substitutioni  vaiorum  ante  inventorum  non  immoror. 

Problema      5. 

69.  Datis  duarum  quantitatura  variabilium  x  et  y  variatio- 
nibus  ^x  et  dy,  formulae  tam  ex  illis  variabilibus  quam  earum  dif- 
ferentialibus  cujuscunqiie  ordinis  conflatae ,  sive  fuerit  infinita  sive 
jia&fiite   parva,    variationem   investigare. 

5  o  1  u  t  i  o. 

Positis  ut  hactenus  9j/  ~pdx ,  dp  m  qdx ,  9  7  m  rdx  ,  etc. 
formula  sempcr  reducetur  ad  hujusmodi  formam  Vda*,  ubi  V  sit 
functio  finita  quantitatum  ^y  y^  p^  g^  r,  etc.  expcnens  vero  n  sive 
positivus  sive  negativus,  ita  ut  priori  casu  formula  sit  iniinite  par- 
va ,  posteriori  vero  infinile  magna,  Ponamus  igitur  difFerentiatio- 
nem   qrdinariam  dare 

av  —  MBx  -^  Nay  H-  Fdp  -f-  Qdq  •+•  Rdr  H-  etc. 
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unde   simul    ejus    variatio   habetur.      Cum    igitur   formae   propositae 

variatio  sit  '^ 

■ 

erit  utjque  haec  variatio   quam  quaerimus 

nY3a:*-  *  d^x  ■+■  dx^  (M5a;  -t-  N5y  -»-  P5/j  -«-  Q^q  -f-  R5r -►-  etc) , 
ubi  ex  sKperioribus  hos  valores  substitui  oportet 

dr  _  3^^ ,      bs  ^  ^- , 

# 

quae   cum   )>er    se    sint  perspicua ,    nuila  ampliori  explicatione  indi» 
gent ;    simulque  hoc  caput  penitus  absolutum  videtun 
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D£ 

VARIATIONE  FORMULARUM.  INTEGRALIUM  SIMPLICIUM 
DUAS  VARIABILES  INVOLVElNTIUM. 

D  e  fi  n  i  t  i  or     6. 

70.  . 

Jr ormulam   integralem  simplicem  hic  appello ,   quae  nulla  alia  in^  - 
tegralid   in    se  involvit  ^    sed  simpliciter  integrale    refert  formulae 
differentialis  y    praeter   binas    variabiles   quaeeunquae    earum  diffe^- 
rentialia  complectentis. 

Corollarium      1. 

71.  Si  ergo  x  ti  y  sint  blnae  variabiles,  formula  integra-» 
lis  fVf  erit  simplcx,  si  expressio  W  praeter  has  variabiles  tantum 
earum  differentialia  y  cujuscunque  fuerint  ordinis  ,  contineat ,  neque 
praeterea  alias  formulas   integrales   in  se  implicet. 

CoroIIarium      2. 

72.  Quod  si  ergo   statuamus 

9:j7   —  pdx  ,      ^  nr   qdx ,      Jr/  —  rdx ,  .  etc, 
ut  species    difrerentialiura    toUatur ,    quoniara    integratio    requirit  for- 
mulam    differentialem  ,    cxpressio    illa  W    semper    reducetur    ad  hu- 
jusmodi    formam    V  d  .x ,    existente    V    functione    quantitatum    x^  y^ 
p,    qy    eto^  ^. 
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CorollaTium      3 


73.     Dum    igitur   formula    integralis    simplex    Bit    hujusmodi 

fydxj  ubi  V   est  fuuctio  quantitatum  a:,  y.  p,  ^,r,  etc,  cjus  indolem 

.commodissime   diflerentiale  ejus  repraesentabit ,  si  dicamus  *•**-* 

av  =:  Mdx  r+-  fidy  4-  Pdp  -+-  QBq  -|-  Rdr  4-  ct 


esse 
ctc. 


S  c  h  o  1 1  0  n. 


74.  Distinguo  hic  formulas  integrales  simplices  a  compli- 
catis,  in  quibus  integratio  proponitur  ejusmodi  formularum  difFeren- 
tialium ,  quae  jam  ipsae  unam  pluresve  formulas  integrales  invol- 
vunt,      Veluti  si  littera   s  denotet  integrale 

//  (V  -f-  dy^)  —  fdx  /  (1  4-  ;>;,)  , 
atque  quantitas  V  praeter  illas  quantitates  etiam  hanc  s  contineat, 
formula  integralis  /Vdr  merito  censetur  complicata ,  cujus  variatio 
singularia  praecepta  postulat  deinceps  exponenda.  Hoc  autem  ca- 
pite  primo  methodum  formularum  integralium  simpUcium  variatio- 
nes  inveniendi  tradere  constitui. 

Theorema      2. 

76.  Fariatio  formulae  integralis  fW  semper  aequalis  est 
integrali  variationis  yusdem  formulae  differentialis ,  cujus  inte^ 
grale  proponitur ;  seu  est  ZfJVzzif^fy, 

Demonstratio. 

Cum  variatio  sit  excessus,  quo  valor  variatus  cujusque  quan» 
titatis  superat  ejus  valorem  naturaiem ,  perpendamus  formulae  pro- 
positae  /W  valorem  variatura!,  quem  obtinet ,  si  loco  variabiiium  x 
et  y  earundem  valores  suis  variationibus  ^x  et  ^y  aucti  substituan- 
tur.  Cum  autem  tum  quantitas  W  abeat  in  W  -f-  dw ,  formae 
propositae  vaior  variatus  erit 
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/CW  4-  5W)  zz/W  +/5w, 

unde  cum  sit 

5/W  =  /(W  -f-  5W)  —  /W, 
habebimus 

5/W=/5W, 
unde  patet  variationem  integralls  aequari  integrali  variatlonis. 

Idem    etiam   hoc   modo  ostendi   potest.     Ponatur  /W  zz  u;, 
ita  ut  quaerenda  sit  Tariatio   Sw.     Quia  ergo  sumtis  difibrentiaiibus 
est  3ti;  —  W  ,    capiantur  nunc  variationes ,    eritque 
Sdw  ~  5W  zzz  d^Wj 

ob    ^dw  zmd^w.     Nunc   yero    aequatio    DSo;  — 5W  denno    inte* 
grata  praebet 

5u;  =  /5W  zn  5/W/ 

C  0  r  0  1 1  a  rium      1. 

76.  Proposita   ergo    hac  formula    integrali  y*VDx ,    ejus  Ta- 
riatio  SfYdx  erit 

/5  (Vdx)  =z  JCY^dx  H-  aa?5V)\ 

hincque  ob  SdxzzzdSx  habebitur 

5/Vda?  =  /Vd5:i:  +  fdx^Y^ 

Corollarium      2. 

77.  Posito  5x  1=1  (I)  ut  sit  d5x  =i  db)  ,    quia  est 

/Vao)  =  Vo)  ~  /ojav, 

in  priori  membro  differentiale  Tariationis  dx  exuitur ,    fietque 

^fYdx  z=  V5ar    —  /av5a:   +  pa?5V , 
ttbi  prima  pars  ab  integratione^  est  immunis. 

Vol.  IIL  6« 
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S  c  h  0  1  i  o  n. 

78.  Quemadmodum  supra  ostendimus ,  signa  difFerentiatio- 
nis  d  cum  signo  variationis  5  expressioni  cuicunque  praefixa  inter 
sc  pro  lubitu  permutari  posse ,  ita  nnnc  videmus  signum  integratio- 
nis  y  cum   signo   variationis  5  permutari  posse,   cura  sit 

5/W  —  /5W. 

Atque  hoc  eiiam  ad  integrationes  repetitas  patet ,  ut  si  proposita 
fuerit  taUs  formula  j/W,    ejus  variatio  his  modis  exhiberi  possit 

ideoque  variatio  formularum  integralium  ad  variationes  cxpressio- 
num  nullam  anipiius  integrationem  involventium  reducatur,  pro  qui* 
bus  inveniendis  jam  supra   praecepta  sunt   tradila. 

P  r  0  b  1  e  m  a      6. 

79.  Propositis  binarum  variabilium  x  ct  y  variationibus  Sar 
et  ^y ,    si  posiiis 

dy  —  pdx ,    dp  zn  qdx  ,    dq  ~  rdx  ,    eto. 

fuerit  V  functio  quaecunque  quantitatum  ;r,  t/,  p^  q^  r^  etc.  formu- 
lae   integralis  fVdx  variationem   invesiigare. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Modo  vidimus  (§.  7  70  hujus  fui'mulae  integralis  variationem 
ita  exp.imi,  ut  sit 

ifVdx  —  Y^x  —  fdYSx-\-fdx^Y. 

Jam  ad  variationem  5V  elidendam  ,  cum  sii  V  functio  quantitalum 
X,  y^  p^  q^  r,   etc.   statuamus  ejus  difFerentiale   esse 

dV  —  iQx  4-  N3f/  H-  P^p  -f-  O^q  -f  Rar  +  etc. 
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ac  simili  modo  ejns  variatio  ita  erit  expressa 

5V  z=.  U^x  -4-  N5y  +  Pjp  +  Q5^  +  R5r  -h  ctc. 
quibus  valoribus  substitulis  consequimur  variationem  quaesitam 
IfYdx  zzzy^x  -hfdx  (MSx  -h  N^y  -♦-  FSp  ^  Q5^  -h  R5r  n^  etc. ) 
—/5^  (Mao?  H-  Ndy  H-P3PH-  Qdq  H^  RDr  n-  etc.) 
ubi  cum  partes  ab  M  pendentes  se  destruant ,   erit  partibus  secun- 
dum  litteras  N,  P,  Q,  R,  etc.    separatis  variatio 

SjYdx  =:  y^x  ^/N  (dx^y  —  dy^^)  -h/p  (dx^p  —  ^p^x) 

M-/Q  (dx^q  —  ^^Sr)  -h/R  (Dxjr  —  ^rSo;)  h-  etc. 
ubi  est  uti  supra  invcnimus 

dxSp  —  95z/  —  pd^x  ,    ^arJ^  m  d^p  —  qd^x  , 
9a?5r  zn  55^  —  /'35a? ,    etc. 

quibus  valoribus  substitutis  ob  dy^^pdx  obtinetur 
^fVdx  zn  y^x  -\rf^dx  (Sy  —  p^x)  -h  fPd  .  (Sy  —  p^x) 

^-/Q^  •  i^P  —  q^^^  -4-/Rd  .  (^9  —  r5;r)  -h  etc. 
Ad  hanc  expressionem  ulterius  reducendara ,    notetur  esse 

Sp  ~  g^x  z=z  9^:y  —  P^^*  —  9f>^«  —  a  .  (g^y  ^  f>fa)  ^ 

5                  5                d^q  —  r3^x  —  drJ»    3  •  (5fl  —  rJxJ 
r   ~   ^dx  = ^ ^  ^ -^ 

etc. 

quo    pacto   quaevis    formula    ad   praecedentera    reducitur ;    unde   si 
brevitas  gratia  ponamus  St/  —  p^x  zz,  co  ,    erit  ut  sequitur 

5t/     —    p^X    ZIZ    63-, 


a;>   —  ^5a?  =:  ^d 


03 


d(o 


etc. 


53 
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sicque  variatlonlbus  litterarum  derimarum  p^  9,  r,  etc.  ex  calculo 
cxclusis  adipiscimur  variationem  quaesitam 

-4-/sa.^9.^a.|^H-/Td.^d.^d.i^d.|^-t^etc- 

cujus    formae   lex   progressionis    est  manifesta ,    cujuscunque    gradus 
difFerentialia  in  formukm  V  ingrediantun 

Corollarium      1. 

80r  Hujus  igitur  variationis  pars  prima  Y^x  a  signo  inte- 
gratlonis  est  immunis ,  atque  adeo  solam  variatipnem  ^x  involvit, 
reliquae  vero  partes  utramque  perpetuo  eodem  modo  junctam  et 
in  littera 

(I)  m  5y  —  p^x^ 
comprehensam  continet. 

C  o  r  0  II  a  r  i  um      2. 

81.  Secunda  pars 
fNdx  •  (u  n:  yNaj^a? 

commodius  exprimi  nequit,    tertla  vero  /Pdco   commodius    ita  expri* 
mi  videtur  ,    ut  sit 

fPdta  z=  Po)    —  /cij5P, 
ac  post  signum  integrale  jam  ipsa  quantitas  (u  reperiatur. 

Corollarium     3. 

82.  Quaita  pars  fQd .  g^  simili  modo  reducitur  ad 

bocque  membrum  posteriuSi    cum  sit /|~.3(o,    porro  praebet 
a^  0)  -  /wd  .  a^» 
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ita  ttt  tertia  pars  resplTatur  in  baec  membra 

dx 


Q-^--|l-'-+/<-a^« 


' 

C( 

5  r 

0  1 1  ar  i  u 

m 

83*      Quinta 

pars 

/Ra-  h, 

d  . 

ir  piimo  ad 

R'ia 

9(1) 

— 

r  3r 

d  . 

tum  vero  posterius  merabrum  ad 

hocque  tandem  ulteriiis  ad 

ita  ut  baec  quinta  pars  jam  ita  exprimatur 

Corollarium      5. 
84.      Simili  modo   sexta  pars 

ita  reperitur  expressa    ' 

«       l;xjt^^3w  as       ^-^^^i^^-^^^S      9(1) 

^  •  ai  ^  •  dx  ^  •  ao;  "^  di  •  5i  ^  •  dlc  ^  ax  ^  •  ai  ••  ai 

Problema      7. 
86.     Positis 

^y  —pdx^  9p  zi:  9^^,  9qr  rr  rdcc^  Dir  rr  ^^o:,  etc. 
si  V  fuerit  functio  quaecunque   quantitatum  x^y^p^q^r^Syttc.  ita  «1  sit 
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av  rz  Udx  +  Ndy  -4-  Vdp  -h  Qdq  +  R^r  ^-  Sa^  4-  etc. 

formulae  integralis  fVdx  variationem  ex  utriusque  variabilis  x  et  y 
variatione  natam  ita  exprimere  ,  ut  post  signum  integrale  nulla  oc- 
currunt  variationum  difFerentialla. 

S  o  1  u  t  i  0. 

In  corollariis  praecedentis  probleraatis  jam  omnia  ita  sunt 
ad  hunc  scopum  praeparata  ,  ut  nihil  aliud  opiis  sit ,  nisi  transfor- 
mationes  singularum  partium  in  ordinem  redigantur ,  quo  pacto  du- 
plicis  generis  partes  obtinentur;  uno  continente  formulas  integrales^ 
quiis  quidem  omnes  in  eandem  summam  colligere  licet,  altero  par- 
tes  absolutas  quas  ita  in  membra  distribuemus ,  ut  secundum  ipsas 
variationes  5a?  et  ^y  earumque  differentialia  cujusque  gradus  pro- 
cedant.  Posita  aulem  brevitatis  gratia  formula  5y— pja:  — co  va- 
riatio  quaesita  ita  se  habebit 

•^^^•^^•i^(^~^*^'>  H-etc- 

cujus  formae  indoles  ex  sola  inspectione  statim  est  manifesta  ,  ut 
uberiori  illustratione  non  sit  opus. 

Corollarium     3. 

86.  Haec  expressio  multo  simplicior  redditur,  si  elementum 
dx  capiatur  constans ,  quo  quidem  ampiitudo  expressionis  nequa- 
quam  restringitur ,    tum  enim  fiet 
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5/VDa:  rr/a,a:r  (N  -  ^  +  f^  -  |5  +  a-J  "  ^^^^) 
H- V5a:  +  0,  (P  -  l^  4- a-g  -  a4l  +  etc.) 

-f-g(R-^!H-etc.) 


-+- 1^  (S  —  etc.)  -h  etc. 


Corollariura      2. 

8  7.  Si  quaestio  sit  de  linea  curva ,  prima  pars  integralis 
valorem  per  totam  curvam  ab  initio  usque  ad  terminum,  ubi  coor- 
dinatae  x  et  y  subsistunt ,  congregat ,  simul  omnes  variationes  in 
singulis  curvae  punctis  factas  complectens^  dum  reliquae  partes 
absolutae  tantum  per  variationes  in  eitremitate  curvae  factas  de- 
finiuntur. 

Corallarium3. 

8  8*  Si  curvam  coordinatis  a?  ct  y  definitam  ut  datam 
spectemuSy  aliaque  curva  ab  ea  infinit  eparum  dlscrepans  consideretur, 
dum  in  singulis  punctis  utriquc  coordinatae  variationes  quaecunque 
tribuantur ,  expressio  inventa  indicat ,  quantum  formulae  integralis 
/ydx  valor  ex'  curva  variata  collectus  superat  ejusdem  valorem 
ex  ipsa  curva  data  desumtum* 

Corollarium      4. 

89.  Cum  sit  (0  znJ^/ — pZx  ^  patet  hanc  quantitatem  co 
evanescere,  si  in  singulis  punctis  variationes  Zx  et  Zy  ita  acci- 
piantur  ^    ut  sit 
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Hoc  igitur  casu  curva  variata  plane  non  discrcpat  a  data,  ac  tota 
variatio  formulae  jYdx  reducitur  ad  Y^x. 

S  c  h  o  I  i  o  n      1. 

9  0.  Variatio  haec  pro  formula  integrali  fVdx  inventa 
statim  sappeditat  regulam ,  quam  olim  tradidi  pro  curva  invenienda 
in  qua  valor  ejusdem  formulae  integralis  sit  maximus  vel  minimus. 
Illa  cnim  regula  postulat ,    ut  haec  expressio 

N   -  I?   4-  3/?  -  |!^  4-  |15,  -,  etc. 

nihilo  aequalis  statuatur«  Hic  autem  statim  evidens  est,  ad  id,  ut 
variatio  formulae  fYdz  evanescat,  quemadmodum  natura  m^ximo* 
rum  et  minimorum  exigit,  ante  omnia  requiri,  ut  prima  para  signo 
integrali  contenta  evanescat ,    ex  quo  fit 

Praeterea  vero  etiam  partes  absolutas  nihilo  aequari  oportet ,  in 
quo  applicatio  ad  utrumque  curvae  terminum  continetur,  Ipsa 
enim  curvae  natura  per  illam  aequationem  exprimitur,  quac  cum 
ob  diflferentialia  altioris  gradus  totidem  integrationes  totidemque  con* 
stantcs  arbitrarias  assumat ,  harum  constantium  determinationi  illae 
partes  absolutae  inserviunt,  ut  tam  in  initio  quam  in  fine  quaeslia 
curva  certis  conditionibus  respondeat,  veluti  ad  datas  lineas  curvas 
terminetur.  Ac  si  aequatio  illa  fuerit  difFcrentialis  ordinis  quartl 
vel  adeo  altioris ,  partium  quoque  arbsolutarum  numerus  augetur, 
quibus  cfHci  potest,  ut  curva  quaesita  non  soluni  utrinque  ad  data$ 
linea3  terminetur ,  sed  ibidem  quoque  certa  directio ,  quin  ctlam  ei 
ad  altiora  differentialia  assurgat  ,  ccrta  curvaminls  lex  praescribl 
queat.  Scmper  autem  applicationem  faciendo  pulcherrime  evenire 
solct,  ut  ipsa  quaestionum  indoles  ejusmodi  conditlones  involvat, 
quibus  per  partes  absolutas  commodissime  satisfieri  possit. 
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.5  e  h  o  1  i  o  A      2. 

9 1  •  Quanta  autem  mysteria  in  hac  forma ,  quam  pro  ra* 
riatione  formulae  integralis  y^Vd^  invenimus,  lateant ,  in  ejus  ap- 
plicatione  ad  maxima  et  m^iima  multo  hiculentius  declarare  licet, 
hip  tantum  observo ,  partem  integralem  necessario  in  jstai^  varia« 
tionem  ingredi.  .Cum  enim  rem  in  latissijpo  sengu  simus  compiexi, 
ut  in  siHgulis  tiirvac  pimc&  u|r4que  variabiK  q;  et  y  variationes 
quascunque  nulla  plane  lege  inter  se  connexas  ti*ibuerimu8 ,  fieri 
omnino  nequit,  ut  variatio  toti  curvae.conveniens  non  siniul  ab 
omnibus  variationibus  intermediis  pendeat,  quippe  quibus  aliter  coa^ 
stitutis  necesse  est,  ut  inde  totius  curvae  yariatiio  mutationem  per* 
petuamur,  Atque  in  hoc  variatio  formularum  integralium  potissi* 
mum'dissidet  a  variatione  ejusmodi  exgressionum ,  quales  in  supe^ 
riori  capite  consideravimus ,  quae  unice  a  variatione  ultimis  elemen« 
tis  tributa  pendet.  £x  quo  iuculenter  sequitur ,  si  forte  quaxUitaa 
y  ita  fuerit  comparata ,  ut  formula  differentialis  Ydx  Jntegrationem 
admittat,  nulla  stabillta  relatione  inter  variabiles  x  et  y  ^ique  in^ 
tegralis  /Ydx  sit  functio  absoluta  quantitatum  a?,  y,  />,  q^  r,  etc. 
tum  etiam  ejus  variationem  tantum  a  variatio;ie  extremorum  ele* 
mentorum  pendere  posse ,  sicque  pai*tem  variationis  integralem  pla» 
ne  in  nihilum  abire  debere ,  ex  quo  sequens  insigne  Theorema 
colligitur. 

Theorema     3. 

92.  PosUo  dy:rzpdx,  dpzizgdx,  dg:r:rdx^  dr:nsdx, 
etc.  si  V  fuerit  ejusmodi  functio  ipsarum  or,  y,  />,  i/,  r,  s,  tlc.  ut 
posito  ejus  differentiali 

av  —  Udx  -4-  ^dy  H-  Vdp  -4-  Qjdq  -f-  R3r  n-  Sds  -f.  ctc. 
fuerit 

W   —  "Si   ^  dx^   —  d«»    ^  a**   ~   ^^^*   —  ^  » 
Vol.  III.  6  4 
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sumto  elemento  dr  constante^  iunt  /ormiila  differentialls  Fdx  per 
U  erit  integrabilis ,  nuUa  stabilita  relatione  inter  variabiles  x  ^t 
y ;   ac  vicissim. 


D  e  nt  o  n  9 1  r  ft  t  i  a 


ST  fuerit 


^   —  55    ^  Ji^  fi^    ^  3^  ^  ««•  —  *>  ♦ 

tuni  fonnulae  integratis  /ydx  yariatio  nutlam  implicat  formulam  iir- 
tegratem  ,  ideoquc  pvo  ^juovis  situ  coordinatarum  ^  et  y  a  solis 
rarfationibus ,  quae  ipsis  in  extremo  termino  tribuuntur ,  pendet, 
quod  fieri  neutiquam  posset ,  si  forraula  Y^x  integrationem  respue- 
ret ,  propterea  quod  tum  variatio  insuper  ab  omnibus  variationibus 
intermediis  simul  necessario  penderet ;  unde  sequltur  quoties  aequa- 
tio  iHa  locum  habet,  toties  formulam  \dx  integrationem  admiitere; 
jta  ut  fydx  futura  sit  certa  ac  deffnita  funcfio  quantitatum  ar,  y, 
Pi  cf^  ^t  ^i  ^t<^*  Vicissim  autem  quoties  formuta  dlfferentiatis  V^r 
integrationem  admittit,  ejusque  propterea  intcgrale  fYdx  est  vera 
ftinctio  ^uantitatum  -r,  y,  p,  7,  r,  ^,  etc.  toties  quoque  ejus  varia- 
tio  tantum  ab  extremis  variaitionibus  ipsarum  x  et  y  pendet,  neque 
variationes  inlermedlae  jam  ullo  modo  afficere  possunt.  Ex  quo 
necesse  est  ut  variationis  pars  integralis  supra  inventa  evanescat, 
id   quod   fieri  hequit ,    nisi  fuerit 

N  —  d..  -^  51?  —  a^^  +  d]?5  —  «t^-  =  0  • 

sicque  Tlieorema  propositum  etiam  iavwsum-  veritad\  est  consen- 
taneun). 

C  o  r  0  1 1  a^ri  u  m-     l^ 

93..  Eh  ergo  insigne  criterihm,  cujus  ope  tbrmula  differeii- 
tiatis  duarum  variabilium ,  cujuscunque  gradus  differentialia  inr  eam 
ingrediantur,,  dijudicari  potes^  titrum-  sit  integrabills  nec  ne?    Multo 
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Utius  ergo  patet  illo  eriterio  sbtia  noto,  qno  Ibrmukiirum  ^iff^remii* 
fium  primi  grtdus  integrabilitas  dignosci  solet. 

C  o  r  o  I  i  a  r  i  u  ni      2« 

.9  4,      Primo   ergo    si    quantitas  V  sit  tantum   functio    ipsarum 
X  et  y  nullam  difFerentialiura   rationem  involvens ,    lit  sit 

tum  formula  diflrerentlalis  VD.r  integrationem  non  admitiit ,  nlsi  sit 
N  =:  0  ,  hpc  est  nisi  V  sit  fuQctio  ipsius  x  tantum  ,  quo4  qujdem 
per  se  est  perspicuum. 

Corollarium      3. 

95.  Proposiia  autem  hujusmodi  formula  difierentiali 
vdx -^- u^y  y  ea  cum  forma  V^j?  ob  dy^pd^  comparata ,  dat 
y  zziu  -^pu  ,    ideoque 

M  =  <li>  +  "(fj'.   N  =  <-%->  +  /xr?. 

et  P  :*=:  u ,  quandoquidem  quantitates  v  ti  u  nulla  diiTerentiana  im- 
plicare  sumuntur,     £rit  ergo 

a?  =  du  =  a*(||)  H- ai^(g). 

Quara  cum  criterium  integrabilitatis  postulet  ut  sk 

N_H=0.  - 

erit  pro  hoc  casu 

0  ^-^#  -  (Il>  -  pcfj)  =  0, 

.quod  est  criterium  jam  rulgo  cognitum. 

Sch  olio  n      1« 

96.     Demonstra^  hujus  Theorematis   omftmo  est  slugularis, 

64* 
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cum.  ex^  doctiriiia  ramtionum  sit  petita,  quae  tamen  ab  hoc  av- 
gum6nto  prorsus  est  aliena ;  yix  !rero  alia  Tia  palec  ad  ejus  de» 
monstralionem  pertingendi.  Tum  vero  hic  accuratior  cognitio  func* 
tionum  diligenter  est  animadTertenda,  qua  ostendimus,  formulam  in- 
tegralem  /Ydx  neutiquam  ut  functionem  quantitatum  rp,  y,  p,  q,  r, 
6tc.  spectari  posse,  nisi  revera  integrationem  admittat/  Natura 
enim  functionum  semper  hanc  proprietatem  habet  adjunctam ,  ut 
statim  atque  quantitatibus  ,  quae  eam  ingrediuntur ,  valores  determi- 
nati  tribuuntur,  ipsa  functio  ex  iis  formata  determinatum  adipisca- 
tur  valorem  ;  veluti  haec  functio  xy^  s\  ponamus  x:zz2  et  y  — 3, 
valorem  accipit  rz:6.  Longe /Secus  autem  evenit  in  formula  inte- 
grali  /yd^ ,  cujus  valor  pro  casu  a;  rz:  2  et  y  zn  3  neutiquam  as- 
signari  potest ,  nisi  inter  y  et  x  certa  quaedam  relatio  statuatur  ; 
tum  autem  ea  formula  abit  in  functionem  unicac  variabilis,  For- 
roularum  ergo  integralium  ,  quae  integrari  neqiieunt ,  natura  sollicite 
a  natura  functionum  distingui  debet ,  cum  funotiones ,  statim  atque 
quantitatibus  variabilibus  ,  ex  qtfibus  conflantur  ^  determinati  valores 
tribuuntur,  ipsae  quoque  determinatos  valores  rccipiant,  etiamsi  va- 
riabilea  nullo  modo  a  se  invicem  pendeant  ;  quod  minime  evenit 
in  formulis  integralibus ,  quippe  quarum  determinatio  omncs  plane 
valores  intermedios  simul  includit.  Imprtmis  autem  huic  discrimini 
universa  doctrina  de  maximis  et  .minimia ,  ad  quam  bic  attendimus, 
innititur,  ubi  formulas,  quibus  maximi  minimive  proprietates  conciliari 
debet  ,  necessario  ejusmodi  integrales  esse  oportet ,  quae  per  se  in- 
tegrationem  non  admittant. 

S  c  h  o  1  i  0  n      2. 

9  7.  Ad  majorem  Theorematis  illustrationem  ejusmodi  for- 
mulam  integralcmy  V^j:  consideremus  ,  quae  per  se  sit  integrabilis, 
ponamusque  exempli  gratiA 

•^     *^  ydx    —     y 
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ita  ut  &it 

V   =  ^  ?^^  \^  f^, 

^    y  yy.^y    •  .-; 

atque  ideo  haec   forraula*  differentiiJis 

S  yy    ^   y^  ^^  * 

sit  abaolute  integrabilis  ;  ac  Tideamua,  an  Theorema  nostrum  hanc 
integrabilitatem  declaret  ?  Quantitatem  ergo  V  differ^ntiemus  ,  et 
differentiali  cum  forma 

comparato  ,    obtinebimus 

yy     ^  y  '  —    yy    ^    y^  yy 

>  yy  "^  —   r 

Cum  nunc  secundum  Theorema  ficri  debeat 

^   ~  dl^  +  aV*  —  0  , 
primo   colligimus  diferentiando 

»  —  -r.??  ^  i«fp  ^?^    et   ^  i.  ^ 

^*  :y>  >^  yy  3«   —  i>  ^^ ' 

tum  vero 

BdQ     — 2p       .       2xpp     ^    xq  ^ 

dx»  .^jjf     *^    y  :y^  * 

Ergo 

9P    ?^Q    — f      I      2xpp    x£ 

d«  d  X*      ~"       ^^~     "•"         y»  yy"* 

cui  valori  quaatitas  N  utique  est  afequalis* 

S  cb  o  I  i  o  n      3. 

98.      Caeterum  quando  formul&  diflterentiall»  Vda?   integratio- 
nem  per  se  admittit,    ideoque  posito 

3V  r=  Ma^:  ^  Nay  -+•  P^  -f-  Qdq  +  H!9>  4.  etc. 
secundum  Theorema  est  ^ 


Digitized  by 


Google 


430  CAPUT     III. 

hinc    alia    insignia    consectaria    deducantur.     Frimo    emm    cum    per 
"dx  multipUcando  et  integrando  fiat 

/Nda;   —   P  -+-  ai^  —   Si,    -+-  d«»  -^  ***=♦  ^  -^* 
patet    etiam    forinulam    Nda?     absolute    esse    integrabUcm .      Deindc 
cum  hinc  porro  fiat 

/da;  C/Nda:~  P) -*.  Q  -  |^H-g~etc.  =:  Aar^B. 

etiam   formula 

^x  (y  N5a:  —  ?)  , 

integrationem    admitlit,      Postea    ^tiam    jimili    modo    integrabilis  erit 
haec  forma 

dx  [/d.r  C/adx  --  P)   ^  Q], 
tum  vero  etiam   haec 

dx  [fdx  {/dx  (/Ndx    —  P)    -f.   Q)   —    R], 

et   ita   porro.      Unde   sequens  Theorema    noii   minus   noiatu   dignum 
et  in  praxi  utilissimum  colligimus. 

Theorema      4. 

9il .     Positls  dy  rz  pdx^  dp  n: xjdz ,   dq  ziz  rdx^  dr  iz:  ^^ar, 
etc.    si  y  ejusmodi  /jLierit  /unctio   ipsarum  x^  y,  p,  q^  r,  s,  etc. 
ut  /ormula  differentidlis  Fdx  per  se  sU  integrabilis  ^  tum  posito 
dY  =:   Udx  4-  N3y  -f-  Pdp  -+-  Qdq   -^  Rdr 
4-  S3^    H-  etc, 

etiam   sequentes  /ormulae  jdifferentiales  per   st    integrationem  ad^ 
mittent : 

I.     Fonnula  Ndrr?  erlt  pex  se  integrabilis ; 

tum  posito  P  —  /adx  zzz  ^ , 
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IL      Formula  ^cXr  crit  pcr  8€  intcgtabilis  ? 
porro  posjlo   Q  — /^dx  ziz  dj 

III.  Formula  Ci)x  trit  pcr   se   integrabilis  ; 
deinde   posito  R  •— /Q^.r  —  9t, 

IV.  Formula  fKo^  erit  per  se  imcgrabitis ;. 
ulterius   posrto    S  —  ^/^dx  —  S, 

V,      Formula    (^dx   erit   per   se   integrabiHs  ; 
et   ita   porro. 

D  e  m  o  n  8  t  r  a  t  i  o. 

Hujus  Theorematis  vcritas  jam  in  praecedente  §.  cst  evicta, 
undc  8:mul  patet ,  si  omnes  Rae  formulae  integrationem  admittant, 
eiiam   principalem   Ydx  absolute   fore  integiabilem. 

C  o  r  ol  1  a  r  i  u  m      1. 
10  0.      Cum  V  sit  funttio  quantitaium 

^>  j/^  /^  =  E'  9  =  1'  ^-  =■  H'  «t^- 

qiiantitates  per  diflferentiationexn  inde  derivatae  M,  N,  P,  Q,  R,  ctc. 
eiiam  ita   exhiberi   possunt,     ut   sit 

M=:0;    N  =  (g);    P  -  (^|)  ,    Q  =  (|^),    etc. 
unde   ob  piimam   fbrmulam   patet  ,     s\    fuerit  formula  V^a?  integrabi- 
lis,  tum.  etiam    formulam   C^-)  o^  fore   intcgrabilem. 

G  o  r  ol  1  a  r  ru  m      2\ 

<01.  Deinde  ergo  quoquc  ob  eandem  rationem  formula 
hacc   (^— a)  ^^*     hmcque   porrx)  istae 

<0)^-^-      (|p3-^r     etc. 
omnes  per  se   integrationem   8dmittent% 
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Corollnrium     S. 

10  2.  Quia  tot  lantum  litterae  P,  Q,  R,  etc  adsunt,  qnoti 
gradus  difFerentialia  in  formula  Vdo:  reperiuntur,  et  sequcntes  omnes 
evanescunt,  litterae  germanicae  inde  derivatae  ^,  O,,  SX,  ^,  etc. 
tandem  evanescere "  vel  in  functiones  solius  quantitatis  x  abire  de- 
bent,  quia  alioquin  sequentes  integrabilitates  iocum  habere  non 
possent. ' 

Exemplum. 
10  3.      Sit  V  ejusmodi  functlo  ^    ut  fiat 

^  xdxddy 

Factis  substitutionibus 

dy  zzi  pdx^    Bp  zzi   qdx^    dq  —  rdx^    etc. 

pro  hoc  exemplo  functio  'V  ila  exprimetur 

P  (1  -^PP^^  ^  t/(l  -^ppY^      3yp/(t  4-pp)      t/r(l^;ey)j 

xq  XX  q  X  xqq 

unde  per  difTerentiationem  elicuimus  sequentes  valores 
~(lH-p;>)*    ,    ZpVa^ppy       rii^pp)i 
xxq  X  ^99 

p_  (i-^^PP^^VCi-^PP)        ^ypVa-^PP^    .    3j/(1^2;3ip) 

r     _^      ——————    mm^       -  ^ 

^q  xxq  xy  (i-^pp) 

^  Syprya-^pp) 
xqq 

_  ^p(i^pp)i         yCi-^pp)i     ^     2yr  (1  +  pp)i 
U  —  — ■ 1 -4- -3 • 


xqq  <cxqq  xq 
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xqq 
Jam  igitur  primo  integrabilem  esse  oportet  formulam  Nd:r  $eu 

dx  (1-h  pp)^  zydx^O^  pp)  ^q  Cl  -4-  pp)» 


070:^  X  xqq 

unde  statim  patet  integrale  hoc  fore 

n^ox  ziz  • 

Jam  pro  secunda  formula  hinc  nanciscimur 

xq  xxq 

3y(l-4-2pp)  3y;?r|/(l -f-/jy>) 


a;  |/(1  -+-/?;?)  xqq 

ita  ut  integranda  sit  haec  formula 

.    3p9y>/(l -+-;>;>)         Sypdxyo^i-pp)  3ydx(i-*-2pp) 


^dx 

a;^  0:0:7  « y  ( 1 H-P/') 

^  3ypdq-/(.i  -^pp) 
xqq 

CUJU8  integrale ,  yel  saltem  ejus  pars  ex  postremo  membro  mani- 
nifesto  colligitur  ^■^  ^*"*"  »  *^HJ"*  differentiale  cum  totam  for- 
mulam  exhauriat  erit 

Nunc  pro  tertia  formula  habebimus 

Vol.  III.  55 
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.^        ^       ^^  —  Pd-*-/»/')*   .  yd-^PP)^  ,    2yr(i^pp)i 

£1=:Q— /^daj= — ^—ZZZ, < Z^i 

xqq  xxgg  xq 

3yp  •/ (.i -t- pp) 


xq 

fit 


vnde  per  do;  muUipricando ,  ob  d^  =  -j  in  nl^timo  membro 

^^  ~ay(l-t-PP)*    .    J/3a;(l -+-pp)5    ,    2y3y(l  H-pp)^ 

U^*  =: 1 ■■ — —3 

X  qq  xxqq  xq^ 

3yp^|/(t  -t-/y) 

xqq 
CUJU8  penultimum  membrum  declarat  integralc 

"^  xqq 

Quarta  porro  formula  ita  erit  comparata 

91  =  R   —  /0.dx  =  0  » 
tinde  perspicuum   est ,    non  solum   hanc  tSOx  sed  etiam   sequentes 
omnes  fore  integralrites. 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

104.  Theoremata  haec  eo  pulchriora  yidentui:^  quod  eorum 
demonstratio  ejusmodi  principlo  innltitur  *  cujus  ratio  hinc  proraus 
<»t  aiieflAJ  pi?6ptet'6a  quod  in  his  veritatibus  nullum  amplius  yesti- 
glum  yariationum  apparet ;  ex  quo  nullum  est  dubium  quin  demon- 
etratio  etiam  cx  alio  fonte  magls  naturali  hauriri  qucat. 
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D  £ 

VARIATIONE   FORMULARUM  INTEGRALIUM    COMPHCA- 
TARUM    DUAS  VARIABILES  INVOLVENTIUM. 

Problema      8. 

xosito  v~/?3dx^    existente  95  functione  quacunque   binaram  va* 
riabilium  x,  y  earumque  differentialium 

9y  n:  pdx ,    'dp  :zz  qdx  ,    ^q  zn  rdx ,    etc. 
81  V  denotet  functionem  quamcunque   ipsius  t;,    investigare  Tariatio- 
nem  formulae  integralis  complicatae  /Ydx. 

S  o  1  u  1 1  o. 

Quia  quantitas  v  ipsa  est  formula  integralis  f^dx  ^  formula 
yVdx  est  utique  complicata.  Cum  igilur  functio  V  solam  quantl- 
tatem  v  involvere  ponatur ,  statuamus  3V  —  L^i; ,  tum  vero  pro 
functione  93  sit   ejus  differentiale 

d?S=:^dx  -^  g?ay  -f-  ^dp  -h  OJdq  4-  fHdr  -h  etc. 
His  positis  cum  variatio  quaesita  sit 

5/vaa;  =z/d  (Vao?)  —/(SVdx  +  Yd^x)  , 
ei  per  reductionem  supra  adhibitam 

S/Ydxz=:YSx  ^/Qx^Y  —  ^Y^x). 
Cum    autejn  per    hypothesin    sit    3V  ~  lidv ,    erit   etiam  pro  varia* 
tione   IY  —  Ij^v,    verum  ob  vz=:/^dx   erit  primo  dt;  — SS^ar, 
ideoque  dY  —  iSidx ,    tum  vero 

56» 
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ac  propterea 

5V  =  LSQSx  =z  L/Qx^fQ  —  df&Bxy  , 
hincque 
'  Z/Vdx  =  ySx 

-^-/[LfBdxix  -+-  Ldx/idxSfS  —  3855«)  —  LaSdaSa;]  , 

«eu  S/Ydx  =1  Y^x  -/Ldx/QxSfQ  —  9585«). 

£x  praecedente  autem  capite  patet  esse 

A^^^'^d?8S^yzS/^dx-mdx=/(adx(9fl-ll^^-^^^^^^-^ttc.) 

.^    90,      ddat       3««  ^      .    ^ 

-^1^/9^-i -*■«*<=•> 

ctc. 

sumto  elemcnto  dx  constante  et  posito  breyitatis  ergo  cjz=S^ — pSx. 
Verum  cum  hinc  substitutio  molestias  pariat,  praestabit  ex  primo 
fonte  rem  repetere ;  cum  igitur  ex  difFerentiali  et  yariatione  quan- 
titatis  §8  fiat 

dx^SQ  ~  d?8^x  z=  dx  C^^x  ^  9j5y  h-  ^3p  ^  Qj5q  -h  SRSr  ^  etc.) 
—  Sx  CSmdx  -f"  Sidy  ^  ^Bp-H  £ld7  H-  3l5r  -t-  etc.) 

ob  dyznpdx ,    dp  —  q^^o: ,    ^i/  nr  rdx  ,    ^r  nr  j3a? ,    etc.     ciit 
dxS?8  —  d585a:  =  ^dx  (j^^pSx)  h-  f>da:  (Sp  —  ^Jar) 
+  Qd^  (5<7  —  rSo?)  H-  etc. 

Yerum  ob  d^  constans,    ex  §.    79*  fit 
Sy  —  pSx  r±:  w  ,    Sp  —  gSx  —  g^  »    ^g  —  ^^o:  ziz  ^  » 

or  —  503?  zrz  ^  ,     etc. 
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sieque  habebitur 
dJc^  -  aa55a:  z=;  F?a)aic -t- g>a« -+.  a  ^  +  9t  1^^  0 1^  +  etc. 

CQJns  qttidem  integrale  praebet  superiorem  expresstonem.  Ponatm: 
nunc  integrale  /l^x  zzz  I ,    eritque 

5/Vda;  =  Y$x  ■*•  I/QxSSQ  —  dfB^x)  ~/I  (dx^  —  3935»). 
Nunc  vero  facile  colligitur  fore 

yl  (aa;5a5  -  9S5  5:c)  =/wda:  (m  -  ?^ -4- ^,^  -  ^^ -+- etc.) 

'i     ■"     rren.   '■     3-*^   .   9^.1*  «^  n 

+   w  ( ig>  -.  -^  -^-3i. —  «*c-) 

■+-II  aQ.~^+ctc.)  etc. 

unde  facta  «nbstitutione  concluditur  variatio  quaesita 

S/Vdxz=:nx  ^l/(adx  m  -  g  +  l^  -  15  ^  etc.) 
r,.7i^n90        d.n^dd.lO,         9'«^.»^% 

-t-        I      W      (^        -      ^-H      —;     ~     gp      -t.     etC.) 

—  /,     /-Tm      a»Q  ■  aaiat      3m6    ■  ... 

—  0)    (i ^  —  "ar -+--3^  —  -ai^  -+-  «'«•) 

-l^    (I^-'^-l?-etc.) 
-^'i^C9t-g-*.etc.) 

-+.  '^  (@    -  etc.) 

—  I^  (I(S   —  ctc.)   -h  etc. 

Si  hic  partes  binae  priores  differentiatae  iterum  integrentur ,  re- 
liquarum  facta  reductione ,  impetrabimus  loco  dl  ralorem  hdx  re- 
atituendo 
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•4-ya)i»a7(L.p gs; h  ^ —  etc.) 

•    .    fTC\      La«-a.LK  .  L3ag+a,Lag+aa>L6       .  . 

•4-    lia      (LiXZ   — 1^    '      H ^j^      '"  —  OtO.} 

^55^(^31 ^—  +  clc.) 

^-^  (L®  —  ctc.)  -hctc. 
quac  forma  Tidctur  simplicissima  ct  ad  usum  maximc  accomodata. 

Corollarium      1. 

106.  Si  ejusmodi  relatio  inter  x  et  y  quacratur,  ut  inte- 
gralc  yydx  maximum  minimumve  cvadat,  variationis  partes  inte- 
gralcs  nihilo  aeqaari  oportct»  quod  in  gcnere  fieri  nequity  scd  ad 
terminum ,  quonsqae  iiitegrale  /Ydx  cxtcnditur^  sspectari  oportet, 
pro  quo  si  ponamus  fieri  Izn/Udxznk  ^  cx  priori  forma  colli* 
gimus  hanc  acquationem 

0  =  (A  -  0 »  -  M*^  +  aii|^!2£  _  3LI*=a?  +  .,c 

Corollarium     2. 

107.  Quoraodocunque  autem  haec  aequatio  pro  quovis  casu 
oblato  tractetur,  semper  tandem  eo  cst  deveniendum  ut  formula 
integralis  Izzi/hdx  per  differentiationem  exturbari  debeat,  qua 
operatione  simul  quantitatem  A  inde  cxtrudi  evidens  est ;  sicque 
aequatio  resultans  non  amplius  a  termino  integrationis  pendebit. 

CoroIIarium      3. 

10  8.  Quo4  $1  in  gedere  pro  variatione  formulae  integralis 
JYdx  invenienda,  yalorem  /Ldx  zzi  I  toti  idtegrali  respondentcm 
ponamus  zzz  A ,    variatio  quaesita  ita  exprimetur 
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-*-|S<L9t-?^^H.etc.) 
-4-  gji  (L0  -^  etc.)  -+-  etc. 

ubi  A  —  I   est  valor  fomulae  fljdx  a  termino  integrationis  extre- 
mo  ad  quemvis  locum  indefinitum  medlum  retro  eumtus. 

S  c  h  0 1  i  0  n. 

109*  Tn  solutione  Iiujua  problematis  compendium  ae  obtu* 
lit ,  quo  etiam  analysis  in  sc(^*iofi  capite  adhibita  noa  mediocisler 
contrahi  potest.     Cum  enim  ibi  ($.   790  pervenissemus  ad 

3/Vaa:=:V5a:-f./(aa:5V  — avJo:),    ob 
av  =:  M9a:  +  Nay  +  Pdp  4- Qa^  +  R9r  H- etc.    et 
3 V  =  li\lx  +  N5y  +  p Jqr  -4-  Qjr  +  R5^  +.  etc. 
erit 

av  =  a:c(M  ^-N;i-f^P7--h  Qr-f-R^  ^etc.), 

hincque  collrgittir 

aa:5V  —  ^ylx 

=:  da:  [N  (jSy—p^x)  ^  P  (5;>  ~  qSx)  -^Q(jSq  —  rSo?) -+- etc.]. 

Jam  si  brevitatis  gratia  ponatur  Sy  —  pSxzzztaj   erit  differentiando 
5  (pdx)  —  qdxSx  —  pSdx  ir:  So) ;    at 
5  (pdx)  zn  pdSx  -4-  Spdx  ,.  ergo 
dp^qSx  =  ^£^ 

Simili  modo  hanc  formulam  differentiando  ob 

dpznqdx    et    dg=:rdx    fit 

^    3w 


qdlSx  -+-  dqdx  —  qdSx  —  d^Sa?  rz:  da?  (5y  —  rSx)  zz:  d  .  ^^ 
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unde  perspiccnun  est  * 

posito  5y  —  pdx  ziz  0)  , 
fore      5/1   —   q^x  zzi  ^^ 

5 7   —  rdx  zn  ^d  •  |^  —    da^^    sumto  dx  constantei 


etc. 

Quocirca  crit 

aa?5V  ^  dY^x 

-^^  ^TVT        I     Pdw     ,     Qddci»     ,    R3'fc)     ,     S3*w     ,        .^  ^ 

=1  da7(Nco  4--^  +jl55r  +  a^ -+- -§S?  +  ^'^•^ ' 
siquidem  difSerentiale  dx  constans  aceipiatur. 

Problema      9. 
110.      Si  fuerit  vzz:/?8dx  ^    existente 

dS8  zn  mdx  -f.  g^ay  n-^ap  +  cia^ + SK^r  4-  etc. 

tum  yero  sit  Y  functio  quaecunque  non  solum  quantitates 

X,  f/,  p  =zp^,     q  z=i  ^,     r  =:  ||,    etc. 

sed    etiam   ipsam    formulam    integralcm    vzzz/fQdx   implicans,    in- 
vcstigare  variationem   formulae  integralis  complicatae  /\dx. 

S  ol  u  ti  o. 

Quonlam  V    cst    functio    quantitatum   v^x^y^p,  q^r^  etc. 
sumatur  ejus  difTerentiale   quod  sit 

dY  z=z  Ldv  -*-  Mdx  h-  N^j/  -4-  Pdp  •+-  Qdq  -f-  Rdr  -+•  etc. 
ac  habebitur  variatio  ipsius  Y  ita  expressa 

5V  zzz  L^v  -+-  Mjar  -f-  NSy  -4-  P5/?  h-  Q5^  h-  RSr  h-  etc. 
tum  vero  notetur,    ob 

9^  zi:  939:c  ,    5y  —  /?5a: ,    dpzzz:  qdx ,  etc.    csse 
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SV=:9a:(Lg5-+-MH-N;t)4-P9-t-Qr-»-Rf>HClc.)    et 
5»  =  n^x  ^  5R^  -^  g>5/>  -t-  CiSy  -f.  «H^r  -»-  etc. 

Praeterea  habemus 

5t;  =:/(83d5a7  -»-  9ar5«8)  =  m^x  -^/Qxdm  ~  af85x) , 
unde  posito  ^  —  /»5a?  m  oj  ,    erit  per  ante  inventa 

&  =  ajSo: +/3:.  OJo,  H- ^  +  ^^  +  ^  +  etc.)  , 
ubi  commoditatis  ergo   sumsimus  dx  constans. 

His  praeparatis  cum  variatio  quaesita  sit 

S/Ydx  zz  y$x  ~h/(dxBy  —  dY^x)  , 
ut  reductione  supra  inrenta  uti  possimus ,    ponaraus 

dV  z=  L^i;  -f-  aw  , 
nt  sit 

5V  =z:L5i;  +  5w    et 

5  w  ==  Mdx  -^  Ndy  -f.  pa;,  4,  eay  _^  r^^  ^  ^^0. 

Quocirca  nanciscemur  hanc  formam 

S/Vdx  z=:  V5x  ^/(Laa;5t;  —  Ldv^x)  -h/(dx^W  —  dwSx) , 
ubi  est 

d^5W  -  aw5:r  =  d:r  (Nco -H  ^ -H  ^ -H  ^  H- etc). 
Tum  rero  est        .  .       . 

dxSv  —  dvdx  =.  dxfdx  (Sl(a  -<-  ^  -h  S^  .  |W!j?  _^  ^t^  s 

j       vv»w  ^  d;p  ^  ^x-^  -r-  -^^  -h  eic^ 

ob  dvSx  =  f8dxSx.     Quibns   substitutis  colJigitur  variatio  quaesita 

SfYdx  =  YBx  ^ftdxfix  (9^0,  .4-  Igf  H^^  ^  ^  H-  etc) 

-^/a*(N-Hi^H-^.^^H-etc). 

Quo   jam    hanc    formam    ulterius    rcducamus ,    ponamus    integrale 
/Lda?=:I  ita  sumtum ,    ut  pro  initio ,    unde  intcgrale  yVd«  capi, 
Vol.  IIT.  66 
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tur,  evanescat,   pro  fine  autem  ubi  integrale  /Vd^c  terminatur,  fiat 
I  m  A ,    sicque  fiet 

Sfydx  =  vSx  4-  A/a^  OJa  +  ^  -t-  ^  -H  ^  4-  «tc.) 

+  /ax  (N«  +  '^4.^+i^+.tc.) 

ad  quam  formam  contrahendam  statuamus 
N  -f-  (A  —  I)  5Ji  =  N', 
P  H-  (A  —  I)  ^  ==  P', 
Q  -h  (A  —  I)  D,  =  Q', 
R  ^  (A  —  I)  9t  ==  R", 
ete. 

ut  prodeat  forma  illi ,    quam  supra  tractavimns ,   similis 

S/Ydx  ==  Y^x ^fdx (N^o)  ^?^^f^^^^^ etc.), 

ubi  ergo    si   post   signum  integrale  differentialia   ipsius  <a    elimenen- 
tur,  perveniemus  secundum  §.   8  6.  ad  hanc  expressionem 

d/vaa?=:/uaa;  (N^— g^  4-  ^  _  ^-f.—  _  etc.) 
+ VWc  (P^-  g-'  +  ^'  -  S  -+-  etc.) 
^-Const.-l-|^(Q^-.f^  -h|^'  — ctc.) 

-h  l^  (S'~-etc.)  4-  etc. 

Constanti  autem  per  integrationem  invectae  ejusmodi  valor  tribui 
debet,  ut  pro  initio  integrationis  formulae  /Vdx  partes  afasolutae 
ad  nihilum  redigbntur ,  siqddem  prima  pars  integralis  ita  sumatur, 
ut  pro  eodem  initio  evanescat ;  tnm  vero  universam  expressionem 
ad  finem  integrationis,  produci  oportet  pro  quo  jam  posuimns  fieri 
/Ldx  —  I  =  A. 
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C  or  o  ilariuiti      1. 

111.  In  parte  integrali  yariabilitas  per  totam  integrationis 
extensionem  debet  comprehendi,  in  partibus  autem  absolutis , ,  sufBcit 
respexisse  ad  initium  ac  finem  integrationis,  pro  utroque  autem  ter^ 
mino  conditiones  yariationis  praescriptae  suppeditant  yalores  dx,  o), 
l^ '  da^ »  ^^^*  ^^  postquam  ex  conditionibus  initii  constans  rite 
fiierit  determinata,  tum  superest,  ut  singuia  membra  ad  finem  inte- 
grationis  accommodentur. 

Corollarium     2. 

112.  Pro  initio  igltur  integrationis  ubi  I  =:  0  ,    erit  primo 
N^zzN^AiJ?,    P^  =  P-hA^,     Q^zzQ-UAn, 

R^mR  +  ASK,    etc. 
pro  differentialibus  yero  ob  d  I  zn  Ld^c  erit 

35  —  dS  -+-  -^r  —  -^^ ' 

et  ita  de  reliquis;  similique  modo  pro  differentialibus  secundis 

C  o  r  0  1 1  ar  ium     3. 

113.  Pi'o  fine  autem  integrationis ,    ubi  I  =z:  A  fit 
N^=:N,     P^  =  P,     Q^=:Q,     R"  =  R,    etc. 

yalores  yero  differentlales  ita  se  habebunt 

s'=i+i^.  %=^~^9'  ^=i?-iA.  ««• 

secundi  yero  gradus  hoc  modo 

aarr  ddN         gL9N         «dL 

dx*     —   d««  d»  d«    ' 

a*»  —  dx»  dx  dx  ' 


et  ita  porro. 


56 
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S  c  h  0  1  i  0  n      1. 

114.  Quamquam  natura  variationum  atque  etiam  quaeatlo* 
num  eo  pertinentium  jam  satis  est  explicata ,  tamen  hujus  argu- 
menti  tam  dignitas  quam  noTitas  ampliorem'  illustrationem  requirere 
Tidentur ,  cum  ne  superfluum  quidem  foret  eadem  saepius  incul* 
cari.  Cum  igitur  ante  geometria  et  hujus  calculi  applicatione  ad 
maxima  et  minima  usi  simus,  ad  hanc  doctrinam  magis  expianan- 
dam ,  hic  rem  generalius  pro  sola  Analjsi  contemplabimun  Frimo 
igitur  spectatur  relatio  quaecunque  inter  binas  variabiles  x  et  y^ 
sive  ea  sit  cognita,  sive  demum  definienda,  indeque  formata  consi- 
deratur  formula  integralis  quaecunque  /Vd^,  quae  intra  certos  ter- 
minos  comprehensa  ,  seu  integratione  a  dato  initio  ad  datum  finem 
extensa,  utique  certum  quendam  valorem  recipere  debet.  Tum  illa 
relatio  inter  x  et  y^  quaecunque  fuerit,  quomodocunque  infinite  pa- 
rum  immuletur,  ut  singulis  x^  variationibus  quibuscunque  5a?  auctiSi 
jam  respondeant  eaedem  y,  yariationibus  quoque  quibuscunque  Sy 
auctae,  ubi  quidem  observandum  est.,  tam  in  initio  quam  in  fine 
rationum  harum  variationum  per  conditiones  quaeStionum  dari ,  in 
medio  autem  istas  variationes  ita  generaliter  assumi,  ut  nulla  plane 
lege  inter  se  connectantur.  Tum  ex  hac  relatione  variata  ejusdem 
formulae  integralis  fYdx  ab  eodem  initio  ad  eundem  finem  expan- 
sus  ,  seu  intra  eosdem  terminos  contentus,  definiri  concipitur,  ac 
tota  jam  quaestio  in  hoc  versatur  ,  ut  hujus  postremi  valoris  va- 
riati  excessus  supra  priorem  illum  valorem  formulae  /Vdo?  investi- 
getur.  Qui  excessus  oum  per  hfYdx ,  quae  forma  ipsa  est  varia- 
tio  formulae  fYdx ,  indicetur ,  hujus  quaestionis  solutionem  hactenus 
dedimus  ita^  late  patentem,  ut  omnes  casus  quibus  quantitas  V  est 
functio  quaecunque  non  solum  ipsarum  a:,  y,  p,  ^,  r,  ^,  etc.  sed 
etiam  insuper  formulam  quandam  integralem  v  zizfSSdx  utcunque 
involvens,    in  s6  complectatur. 
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S  c  h  0  1  I  0  n      2. 

115.     Quod    in    praecedente    otpite    tacite    assumsimua    de 
quantitafe    constante    variationi    inventae    adjicienda ,    quippe    quam 
pars  integralis  Tariationis  sponte  involvit ,    hoc  in  iscius  problematis 
solutione   accuratius    exponere    est    visum.     Cum    scilicet    in   hujus* 
modi  quaestionibus ,    quae    ad  formulas  integrales  reducuntur  ,    per* 
petuo  ad  terminos  integrationis  sit  respiciendum ,  siquidem  integrale 
nihil   aliud    est  nisi   summa    elementorum    a  termino  dato  seu  initio 
ad    alium    terminum    seu    finem    continuatorum ,     haec    cohsideratio 
prorsus  essentialis   est   omni  integrationi ,    sine   qua  idea  valoris  in« 
tegralis    ne  consistere   quidem    potest.      Quamobrem    constitutis  inte* 
grationis   terminis   initio    scilicet   et   fine ,    statim  ac  yariationis  pars 
integralis  ila  est  accepta  ut  pro  initio  evadat   nulla  ,    tum  ejusmodt 
constantem  adjici  oportet,  ut  etiam  partes  absolutae  pro  eodem  in* 
itio   destruantur ,    sicque   unirersa    variationis   expressio    ad   nihilum 
redigatur.      Quod    cum    fuerit    factum,    ad    finem   integrationis   de* 
mum  progredi  licet,    ut  hoc  pacto  vera  variatio  formulae  integralis 
positae    ab  initio    ad   finem    extensae    obtineatur.      Haec   autem   ya« 
riationum    doctrina     ad    duplicis    generis    quaestiones    accommodari 
potest;    dum    in    altero   relatio    inter  yariabiles  x  et  y    data  assu* 
mitur ,    et  formulae  integralis  itidem  datae  fVdx  yariatio  inyestiga* 
tur ,    postquam   per .  totam    integrationis    extensionem    yariabilibus    x 
et  y   yariationes    quaecunque   fuerint   tributae ,    in    altero  autem  ge- 
nere  ipsa  illa  yariabilium  x  tt  y  rdatio  quaeritur,  ut  formulae  in- 
tegralis  fVdx   yariatio    certa   proprietate    sit   praedita ;    quemadmo» 
dum   si  ea  formula   maximum   minimumye  yalorem  recipere  debeat, 
hanc  yariationem    in   nihilum    abire    necesse    est.     Ubi   iterum   duo 
casus  se  offerunt,   prout  maximum  minimumve  locum  habere  debet, 
vel  quaecunque  variationes   ipsis  x  et  y   tribuantur ,    vel  si  tantum 
hae   variationes    certae   cuidam    legi  adstrhagantur.     Ex   quo   mani- 
festum  est ,    hanc  Theoriam  multo  latius  patere ,    quam  quidem  ea 
adhuc  in  usum  est  vocata. 
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Problema      10. 

116.     Si  functio  V  praeter  binas  yariabiles  x\  j/,   crnn  suis 
ralonbus  diiferentialibus 

n    —    ^^  n    —    ^  r    —    ^  CtC 

etlam  duas  pluresve  formulas  integrales 

V  =:  /^dx  ,     v'  z=L  fW^x ,     etc. 
iATolvat ,  ut  sit 

as8  zn  3)1  aa:  -I-  gfj  aj/  +  ^  ajEi  +  £L  a^+ 9t  ar+  etc. 

atque  difTerentiali  sumto 

dV  =  Lai;4-LW4-Mda:H-  Na^  +  Pd;? -H  Qa<7  -4- ctc. 

invenire  variationem  formulae  integralis  /\doc. 

S  0 1  u  t  i  0. 

SI  hujus  problematis  solutio  eodem  modo  instituatur  ac  prae* 
cedentis ,    mox  patebit ,    calculum  a  geminata  formula  integrali 

V  z=l  f^dx    ct    t/  =  f^^dx 

non  turbari ,  neque  etiam  si  plures  ejusmodi  involverentur.  Quare 
tota  soluiio  tandem  huc  redibit ,  ut  constitutis  integrationis  termi- 
nis ,    primo  integralia 

fhdx  =  I    et   fVhx  z=/  V 

ita  sint  caplenda ,  ut  pro  initio  integrationis  evanescant ,  tum  vero 
pro  fine  integrationis  fiat  I  nz  A  et  V  =zKf  \  quibus  quantitatibus 
inventis  statuatur  porro 

N  -t-  (A   -   I)  Sfi  +  (A    —  V)  W  =1  N^ 
P   ^  (A   —  I)  g>  +  (A^  _  r>  ^'  =z  P\ 
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Q  +  (A  -  I)  a  +  (^'  -  10  ct'  ==  Q'. 

R  ^^  (A   —  I)  a  -4-  (A^  —   10   f>t'  =  R', 

ctc. 

erltque  Tariatio  quaesita ,  dum  utrique  variabili  x  ei  y  variationes 
quaecuoque  tribuuntur ,    ex  praecedentis  solutione : 

+  V5xH-a)(P'-||'  +  |^'-g-hctc.) 
^.  Const.  -+.  I^  (Q^  -  ^'  +  S  -  etc.) 

4-0(S'  — etc..)-|-etc. 
ubi  commoditatis  gratia  elementum  d^  constans  est  assumtum. 

Corollarium. 

117.  Si  ergo  etiam  plures  hujusmodi  formulae  integrales 
/?Qdx  in  functionem  V  quomodocunque  ingrediantur ,  expressio  va* 
riationis  quaesitae  inde  non  mutatur,  sed  tantum  quantitates  N^,  P^, 
Qf^  R',  etc.   ex  iis  rite  definiri  convenit. 

S  c  h  o  1  i  a  n. 

118«     Etsi  formulae  mtegralea 
I  1=  /Ldx  ,     r  =:  fl/dx  , 

binas  variabiles  mvolvunt,  ideoque  valores  fixos  recipere  non  posse 
videntur  ,  tamen  perpendendnm  eat,  in  omnibus  httjusmodi  q«a6St»o«^ 
nibus  semper  certam  quandam  relationem  inter  binas  variabiles  x 
et  y  supponi ,  sive  ea  absolute  detor ,  aive  (kaHim  per  t^alculum 
definiri  dcbeat.     Hac  igitvr  ipsa  TekKtione  jam  in  nsOin  vocata^   ut 


.Digitized  by 


Google 


448  CAPUT      IV. 

quantitas  y  instar  funclionis  ipsius  x  spectaii  posiit.  formulae  illae 
integrales  utique  determinatos  ralores  sortientur. 

Problema      11. 

119.  Si  functio  §8  praeter  variabiles  x  tt  y  ^  earumque 
yalores  differentiales  /?,  q^  r,  s^  etc.  ipsam  quoque  fonnulam  inte- 
gralem  u  zizftidx  involvat ,    ut  ejus  difFerentiale  sit 

aSB  =  saw  -f-  ^dx  -f-  ^dy  -4-  ^dp  +  SXdq  4-  955/'  -h  ctc. 

existente 

9t>  =1  X((dx  -h  x(dy  +  p3p  +  ^9  +  f^^  +  cte. 

tum  vero  sit  Y  functio  quaecunque  ipsarum  x^  y^  p,  q,  r,  etc.    in« 
superque  formulae  integralis  v  z:if^dx ,    ut  sit 

a\r  zr  lidv  -4-  M3a?  ^-  N^y  +  Pa/?  +  Q!dq  +  R3/-  -4-  ctc. 
invenire  variationem  formulae  integralis  fYdx. 

S  o  i  u  t  i  o. 

£x  problemate  9.  statim  invenimus  variatlonem  formulae  in- 
tegralis /SSd^  =  t/ ;  constitutis  enim  integrationis  terminis  sumto- 
que  integrali  yB^a:  —  3^  ita  ut  evanescente  pro  integrationis  initio, 
pro  fine  iiat  ^rz.^  ^    tum  fiat  brevitatis  gratia 

£i-4-(9(  — 3E)<|  =  Ct',  ctc. 
erit  ex  illius  problematis  solutione   . 

&.  =  aSSr +px  (3Z'<.  +  ^  H- ^  +  «^  +  elc.) 
posito  co  zz  ^  ~  pSx  et  sumto  dx  constance.  i 

Jam  vero  cum  quaeratur  SfYdx^    ob 
SjYdx  =z  Yhx  ^l  idxlY  —  dYlx)  , 
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posito  breidtatis  ergo 

dV  =  Lai;4-aW    et    5V=:L5t;  4-5w. 
ut  sit 

dW  =2  Mda: -f- Nay  +  Pap -H  QdV -H  Rdr -H  etc. 
erit  ut  ibidem  ridimuft 

SyYdx  =.  YSx  -{-/(Ldxhf  —  tdvSx} 

4-/a:r  (Nco -h  |2I  4.  ^^  ^.  ^  ^  etc.)  , 
ubi  $i  loco  dv  et  Sv  valores  modo  inventi  snbsthuantur ,    erit 

dxBv  -  dvZx  =  dx/Bx  (^(0  H-  ^  -H  ^^  -H  ?^^  -^  CtC). 

Nunc  ponatur  /Ldx  m  I ,  integrali  ita  sumto  ut  eranescat  in  inte- 
grationis  initio,  in  fine  auteni  fiat  I  =:  A ,    et  habebimus 

/h(dx^-dvZx-)z=:/a-l)  dx(pi'(,+  ^  ^^^%^^  ^etc). 

Restituantur  pro  9^,'^'',  O/,  St'',  etc.  valores  supra  assumti,  et  ad 
calculum  contrabendum  ponatur 

N  4-  (A  —   I)  3«  -f-  (A   —   I)  (SC  —  3)  tt  =  N^, 

P   +  (A  -  I)   g>  4-  (A  -  I)  (S(  —  3)  P  =  P^ 

Q  4-  (A   -  I)  d.  4-  CA  -  I)  («  -  3)  q  =  Q^ 

R  4-  (A   —  I)  9t  4-  (A  —   I)  (2(  —  3)  X  =  R\ 

etc. 

ac  manifestum  «st,    fore  variationem  quaesitam 

5/va*  =  YZx  i^/dx  (N-o,  ^  '^  -^  ^^  -4- 1^  -t-  etc.) . 

quae  forma  porro  evolyitur  in  eandem  ezpressionem ,  quam  sub 
finem  problematis  9*  (j«  110.)  esihibuimus  ,  quam  ergo  hic  denuo 
^pponere  foret  superfluum. 

C  or  o  1  lar  i  um      1. 

120.     Hic  ergo  formula  integralis  /Ydx  j   cujus  variationem 
assjgnayimus  ita  est  comparata ,    ut  non  solum  functio  V  formulam 
Vol.  III.  6  7 
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integralem  fSQdios  inyolrat,  sed  etiam  baec  functio  §8  aliam  fonnu* 
lam  integralem  fiodx  in  se  complectatur ;  ubi  quidem  functio  t> 
nullam  amplius  formulam  integralem  implicat. 

Corollarium      2. 

121.  Sin  autem  et  haec  functio  t>  insuper  formulam  inte- 
gralem  in  se  involyat ,  jam  satis  perspicuum  est,  quomodo  tum  so- 
lutionem  institui  oporteat ;  siquidem  tum  valorcs  N'',  ?\  Q\  R^  etc. 
partes  insuper  recipient,  a  postrema  formula  iutegrali  pendentes. 

Scholion. 

122.  Quomodocunque  ergo  formula  integralis  /V5:r  fuerit 
eomplicata ,  praecepta  hactenus  exposita  omninD  sufficiunt  ad  ejus 
Tariationem  investigandam ,  etiamsi  fortc  complicatio  fuerit  infinita. 
Cum  igitur  omnes  expressiones  binas  variabiles  implicantes,  quarum 
variationes  unquam  sint  investigandae ,  vel  a  formulis  integralibus 
sint  liberae,  vel  unam  pluresve  in  se  complectantur ,  easque  vel 
simplices  vel  complicatas  utcunque ,  huic  Calculi  variationum  parti» 
quae  circa  duas  variabiles  versatur ,  abunde  satisfactum  videtur ,  ut 
rix  quicquam  amplius  desiderari  queat.  Quamobrem  ad  formulas 
trium  variabilium  progrediamur  ac  primo  quidem  tales,  quarum  re- 
latio  per  geminam  aequationem  definiri  ponitur  ,  ut  binae  variabiles 
tanquam  functiones  tertiae  spectari  queant,  sive  haec  duplex  relatio 
sit  cognita,    sive  ex  ipsa  variationis  indole  investiganda. 
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D  £ 

VARIATIONE    FORMULARUM    INTEGRALIUM    TRES 

VARIABILES  INVOLVENTIUM ,    ET  DUPLICEM. 

RELATIONEM    IMPLIC ANTIUM. 

Pr  obl  cma     12. 
123. 

X  roposita  formula  quacunque  temas  variabiles  a? ,  y,z  cum  suis 
difTerentialibus  cujuscunque  gradus  mvolyente,  ejus  Variationem  defi- 
nire  ex  variationibus  omnium  trium  yariabillum  oriundam. 

Sol  u  t  i  o. 

Sit  W  formula  ista  proposita ,  cujus  primo  quaeratur  valor 
variatus  W  +  5w  ,  qui  oritur  si  loco  x,  y^  z  scribantur  ipsarum 
valores  variati 

a;   -+-  So: ,      ^  +  ^^ »      ?  +   S^z , 
similiterque  pro  earum  dlfferentialibus 

dx  4-  d^x ,  dy  +  d^y  9  dz  4-  d^z , 
et  ita  pojrro  :  a  quo  si  ipsa  formula  W  auferatur^  remaneblt  ejus 
variatio  5W.  Ex  quo  intelligitur  hanc  variationem  per  consuetam 
differentiationem  obtineri  si  modo  loco  signi  differentiationis  3,  sig- 
num  variatlones  capi  oporteat ,  perinde  esse,  in  quonam  loco  inter 
dilferentiationis  signa  signum  variationis  S  collocetur,  quemadmodum 
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supra  demon8trayimu8 ;  unde  signum  variatianis  perpetuo  ia  po* 
stremo  loco  poni  poterit ,  quod  cum  ad  formulas  integrales  pro* 
grediemur,  commodissimum  videtur ,  sicut  ex  iis  quae  hactenus  de 
ibrmulis  integralibus  binas  yariabiles  inyolYentibus  sunt  tradita ,  sa* 
tis  est  manifestum. 

C  ar  oll  ari  um      l. 

f24.     Qucniam   z  perinde   ac   y,   tanquam  functio  ipsius  x 
qpectari  potest^  sl  ponatur 

U=P    «^    l^  =  P>     «it 

^  ox  ^  dx 

simillque  modo  formulae  hinc  deriyatae  a  superioribus  non  dis* 
crepant. 

CoroUarium     2. 

f26.     Ponamua 
5y  — /?5a?zz:a)    et    5z — p5r  — », 
«ritque 

d^y  ~  pdSx  ~  q^xSx  —  do)  et  djSz  ~  pdSx  ~  q^xSx  —  9»  , 
81  scilicet  statuamus 

di  =  9  ^t  ai  =^  (f. 


unde  patet  fore 


Sp  —  g^x  =  l^    et    5p   -   q5a:  =  ^ 


Corollarium     i. 
126.     Si  ulterius  statuamus 

ecit  simili  modo  sumto  dx  constante 
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sicque  deinceps. 


^, ,     oi:  —  »00?  —  3^, 


5r   —  ^So?  nz  5^;     5k  —  ^So?  :z:  ^i 


Sch  oli  0  n      l^ 

i2  7*  Siye  ergo  formula  yarianda  habuerit  valorem  finitum 
sive  Infinitum ,  sive  evanescentem  ^  ope  horum  praeceptorum  ejus 
▼ariatio  perinde  ac  supra  inTeniri  potest ,  neque  enim  haec  prae«* 
cepta  a  superioribus  discrepant  ^  nisi  quod  hic  duplicis  generis  ya- 
lores  differentiales ,  alteri  litteris  latinis,  p,  p,  r,  ^  etc.  alteri  germa- 
nicis  |>,  q,  r,  i  etc.  indicati,  introduci  debeant,  cujus  rei  ratio  in 
eo  est  sita ,  quod  hic  utraque  variabilis  y  ^i  z  tanquam  fuuctio 
ipsius  X  spectari  potest.  Sin  autem  unica  aequatio  inter  tefnas 
coordinatas  daretur,  ve!  quaereretur,  litterae  hic  introductae  p  et  p 
nullos  habiturae  essent  valores  certos,  cum  salva  illa  aequatione 
fractiones  ^  ^^  ^  omnes  omnino  valores  recipere  possent.  Omis* 
sis  autem  his  litteris,  ipsisque  differentialibus  in  calculo  relictis,  etiam 
pro  hoc  casu  regula  in  soktione '  exposita.  variationem.  declarabit«. 

Scholion     2. 

128.  Supra  jam  notavi,  hunc  casum  trium  variabilium,. 
quarum  relatio  gemina  aequatione  definitur,  sollicite  esse  distinguen« 
dum  ab  eo,  ubi  relatio  unica  aequatione  definiri  assumitur.  Dis- 
crimen  hoe  ex  Geometria  clarissime  illustratur,  \x\n  ternae  variabiles- 
vicem  ternarum  coordinatarum  gerunt;  totidem  autem  in  calculot 
adhiberi  oportet  non  solum  quando  qpaestio  circa  superficies  ver- 
satur,  sed  etiam  quando  lineae  curvae  noa^  in  eodem  plano  sitae 
sunt  explorandae.  Atque  hoc  quidem  casu  posteriori  determinatio 
lineae  eurvae  duas  aequationes  inter  ternas  coordinatas  postulat,. 
ita.  ut   binae    q^aevJs   tanquam    functiones    tertiae   spectari  possint.. 
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Superficiei  autem  natura  jam  unica  aequatione  inter  temas  coordi^ 
natas  -definitur,  ita  ut  unaquaeque  tanquam  functio  binarum  reli- 
quarum  spedtari  queat,  unde  ingens  discrimen  in  ipsa  tractauone 
critur.  Praesens  igitur  caput  inservire  poterit  ejusmodi  lineis  cur- 
Yis  indagandis  quae  non  in  eodem  plano  sitae  maximi  minimiye 
quapiam   gaudeant  proprietate. 

Pr  0  bl  e  m  a      13. 

129«  Si  y  fuerit  functio  quaecunque  trium  -  variabilium  x^ 
y^  Zy  earum  insuper  differentialia  cujusque  ordinis  implicans,  eaeque 
rariabiles  yariationea  quascunque  recipiant,  invenire  yariationem  for«* 
mulae  integralis  f\dx. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Quaecunque  differentialia  in  functionem  V  ingrediantur ,  ea 
fais  facds  substitudonibus 

dy^pd^i  dp^^^gd^i  dgznrdx;  drzizsdx  etc- 
dzzizpdx;  dp  =  (\dx;  dCi  —  tdx;  dtz=Zidx  etc. 

tollentur,  et  quanutas  V  erit  functio  quantitatum  finitarum  x^  y^  z^ 
p^  q^  r,  s  etc.  p,  q,  r,  ^  etc.  Ejus  ergo  diiferentiale  hujusmodi  ha- 
bebit  formam 

av  =:  Mdx  +  N9j/  +  Pdp  +  Qa<7  -f,  Rdr  -+-  sa^  ^  etc. 
+  ^dz  -+•  9>3P+  £i3<H-  SRarH-@a«+etc. 

unde  mutatis  signis  differentiationis  d  in  5,  simul  habebitur  yariatio 
5V.  Ex  supra  autem  dcmonstratis  etiam  pro  hoc  casu  trium  va- 
riabilium  habebitur 

lf\dx  —fa  dlx  +  aa:5V)  zn  Y^x  ^fQx^y  —  dY^x). 

At  facta  substitutione  fiet 

^^^^:^:^=:Mdx^N 

SttSz  +  ^5p4-  fitSii  -h  5K5r  -h  etc. 
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—  M 5a?  —  N/>5as  •—  P g^x  — ;  Qr^x  —  RsSx  —  ctc. 
—  ffipSx — ^c^Bx —  Ctr5a?  —  ffU^ —  etc. 
Quodsi  jam  breyitas  gratia  statuamus 

5y  r-  p^x  =  0)    et    5z  —  j)5af  n:  to 
sumto  elememo  dx  constante,  ex  §$.   125.  et  126.    erit 

5r-.5a;  =  |^;    5r-«5a:=:|5; 
ttc. 
unde  Tariatio  quaesita  hoc  modo  commode  exprimetur 

quae  ut  supra  ad  hanc  formam  reducitur 

SfVdx  =z-^/uidx  (N  -  I?  -4-  l^  -,  |!5  ^  ^is  __ 

-t-  y  iw  c/  w  uc  —  3^  -H   g^i-  —  ^,  ^  _    __  etc-> 

■*-  d  *  C  y  —  a^  H-  ^i  —  etc.) 
-H  a^  (U  —  ^  H-  3^,  —  etc.> 
H-d^.  (R  -  ei  ■*"  «*<^-> 


g»  (Sf  ^  H  ^  eto 
|p  (S  -  etc.) 


-<-   a^  (@  —  etc.)  -+-  etc. 
cujus   iadoles  ex   superioribu»  satis  est  •  manifesta ,    eademque  circa 
constanlis  additionem  sunt  observanda. 
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Corollarium      1. 

130.  In  hac  solutione  ambae  variabiles  y  tt  z  tanquam 
functtohes  ipsius  x  spectantur,  sive  jara  sint  cognitae,  sive  demum 
ex  Tariationis  indole  definiendae.  Neque  etiam  formula  integralis 
fYdx  certum  esset  habitura  valorem  ,  nisi  tam  y  quam  z  pcr  x 
determinari  conciperetur. 

CoroIIarium      2. 

131.  Si  formnla  Ydx  pcr  se  sit  integrabilis,  nulla  assumta 
relatione  inter  ternas  variabiles,  variatio  integralis  fVdx  nullas  quo- 
que  formulas  integrales  involvere  potest ;  ideoque  necesse  cst ,  ut 
tum  sit 

«t    N    -   g^  -+   93^   -   5^  .-f-  3^.   -   elc.  =   0, 
ct    ?ft    —    ^   -4-  ^    —    ^    -4-  ^'®    —   ctc    —   0 

Coroliarium      3^. 

13  2.  Yicissim  ctiam  si  hae  duae  aequationes  locum  ha- 
beant,  hoc  certum  erit  criterium,  formulam  differentialcm  Vda;  per 
se  integrationem  admittere,  nulla  intcr  variabiles  stabilita  relatione. 

£  X  e  m  p  1 11  m. 

13  3.  Quo  hoc  criterium  magis  illustremus^  sumamus  ejus- 
modi  formulam  per  se  integrabilem  ^    sitque 

fYdx  =11^  =  *^, 

unde  fit 

V  —  — ^  -i-,  £  ^  *i   —  ^ 
r«p       •      »      «^  «p  «PP  ' 

Ex  cujus  differentiatione  colligimus  N  zz  0  ^    et 
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^  xxp       «^  xp  xpp 

Jam  pro  prima  aequatione  ob  N  rz:  0  fieri  oportet 

-11  +  5^  =  ».    «"    P-|§:^Comt. 
cajos  reritas  ex  differentiatione  ipsius  Q  statim  fit  perspicua. 

Pro  altera  aequatione 
quia  hinc  est 

/ffidx  =  ^  -  II» 

primo  necesse  est  ut  integrabilis  existat  haec  formula 

•^*^      —     jgjgp      -r-    35P  xpn 

unde  ob  ^do;  nz:  dp  manifesto  fit 

/fftdx  =:  ^- 
Superest  ergo  ut  sit 

l^  =:  9>   ~  y  Sf^ao:  z=-L5 ^^^??M_>f. 

d«  ^  -^  *^^^       arxpp  acpp    ^    xp'  xp 

Verum   differentiando   jQ  rr  ^^ ,    utrinque   perfecta    aequalitas   re- 
sultat. 

S  chol  ion      1. 

134.  Qttodsi  ergo  quaestio  huc  redeat,  ut  formulae  inte- 
graii  /Ydx  valor  maximus  minimusye  sit  conciliandus ,  tum  ante 
omnia  in  ejus  variatione  ambas  partes  integrales  idque  seorsim  ni- 
hilo  aequari  oportet,  propterea  quod  utcunque  variatlones  consti* 
tuantur ;  variatio  S/Ydx  semper  debeat  eyanescere ,  unde  duae 
emergunt  aequationes  istae 

VoL  III.  68 
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N  -  I?  +  ,^  -  l^  +  l^  -  «-  =  «    « 

quibus  duplex  relatlo  tnter  temas  rariabiles  x^  y^  z  ita  exprimiturt 
ut  deincept  tam  y  quam  z  recte  tanquam  functio  ipsius  x  apectari 
possit.  Quando  autem  hae  aequationes  sunt  differentiales  idque  al* 
tioris  gradus^  totidem  utrinque  constantes  arbitrariae  per  integra* 
tiones  in  calculum  invehuntur  ^  quoti  gradua  utraque  fuerit^  differen* 
tialia.  Has  rero  conatantes  deinceps  ita  definiri  oportet ,  ut  condi- 
tionibus  tam  pro  initio  quam  pro  fine  integrationis  ibrmulae  /Ydx 
praescriptis  satisfiat,  quod  negotium  eo  redit,  ut  praeterea  rariatio* 
nis  partes  absolutae  ad  nihilum  redigantur.  Primo  sciiicet  constans 
ita  definiri  debet ,  ut  conditionibus  pro  initio  praescriptis  satisfiat , 
ubi  quidem  ex  quaestionis  indole  particnlae 

definitos  ralores  sortiri  solent.  Tum  rero  cum  idcm  circa  finem 
integrationis  usu  veniat ,  ex  singulis  constantes  per  integrationem 
ingressae  determinabuntur. 

S  c  h  o  1 1  o  a     2. 

135.  Plurimum  conducet  hic  obserrasse  ^  memlMra ,  quibus 
variatio  ^fYdx  exprimitur,  sponte  in  duas  classes  dispesci,  in  qua- 
rum  altera  litterae  tantum  eae  conspiciuntur ,  quae  ad  yariabHita* 
tem  ipsius  y^  seu  ad  ejus  habitum  respectu  x  referuntur,  idque  ita 
ac  si  quantitas  z  constans  esset  assumta,  aitera  vero  classis  simi- 
left  literas  a  variabilitate  ipsius  z  tantum  pendentes  contmety  quasi 
quantitas  y  esset  constans.  £x  quo  colligere  Hcet,  si  etiam  qcmrta 
yariabilis  t;  accedat,  quae  ut  functio  ipsius  x  quoque  spectari  qtie^ 
aty  tum  ad  illas  duas  classes  tertiam  insuper  esse  adjictendam, 
quae  similia  membra  a  variabilitate  solms  v  pendentia  eompileefartur. 
Quocirca  solutio  hic  data  spectari  potest,  quasi  ndi  quotcunqoe  tv 
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riabiles  extendatur^  dummodo  tot  inter  eas  aequationes  dari  conci- 
piantur,  ut  onnes  pro  fiuicdonibus  nniua  haberi  queant.  Etai  ergo 
hoc  caput  tantum  trea  rariabiles  prae  se  fert,  tamen  ad  quodcun* 
que  pertinere  est  intelligendum  ,  si  modo  ejusmodi  conditioDes  pro* 
ponantur)  ut  tandem  per  unam  reliquae  omnes  determinentur.  Ta* 
lem  autem  conditionem  formulae  integrales  hnjus  formae  /Ydx  nc« 
cessario  involvunt;  quotcunque  cnira  variabiles  in  quantitatem  V  in- 
grediantur,  expressio  /Ydx  certum  valorem  definitum  omnino  obti- 
nere  nequit,  nisi  omnes  variabiles  tanquam  functiones  unius  x  spec* 
tari  queant  Longe  aiiter  autem  est  comparata  ratio  earum  for* 
mularum  integralium ,  quae  ad  duas  pluresve  vanabiles  a  se  invi« 
cem  minime  pendentes  referuntur. 

Pr  oblema      14. 

136.  Si  functio  V  praeter  tres  variabiles  x^  y,  z,  earum- 
que  difTerentialia  cujuscunque  gradus ,  insuper  involvat  formulam  in« 
tegralem  v  zm/SSdx^  ubi  f8  sit  functio  quaecunque  earundem  va* 
riabilium  x^  t/j  z^  cum  suis  differentialibus ,  ihvestigarc  variationem 
formulae  integralis  /Ydx. 

S  0  1  u  t  i  o. 

,  Ut  species   saltem   differentialium    e    calculo    toUatur ,    pona- 
mus  ut  ante 

dy^pdx^    dp:=zqdXf    dgzrzrdx^    dr:nsdx,    etc. 

dzzzipdx^    dp=:qdx,    dq  —  xdx,    dv=z$dx,    ctc. 

ac  functione  V  differentiata  prodeat 

dY  ~  Ldt;  -*-  Mdx  -i-  Ndy  ^Pdp  -^  Qdq  -4-  Rdt  -h  etc. 
H- f?d« -f- ^dp -h  iQt^q -H  9{  dr -f- ctc. 

tum  vero  ob  dvzn^a  sit 

dlB  =  Wdx  ^  N%  ^  Vdp  -4*  Q!d<i  H-  R^dr  -+-  etc. 
-4-  IS^dz  -4-  ^'dp  -^  flL'3q  •+-  SX^3r  -^  etc. 

58^ 
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ubi  ob  defectum  lltterarum  iisdem  accentu  distinctis  Qtor.  Hine  aa- 
tem  simul  earundem  quantitatum  Y  et  fB  rariationea  habentur.  Jam 
cum  quaeratur  variatio  S/Ydxy  habebimua  prhno  quidem  ut  ante 

ubi  cum  yalor  ipsius  V  non  discrepet  a  praecedente,  nisi  quod  hic 
ad  ejus  differentiale  dV  accedat  pars  L  dt;  =:  LSSdo? ,  et  ad  raria- 
tionem  SY  haec  pars  hdv  ~  h  S/fQdx ;  etiam  variatio  quaesita 
S/Ydx  forma  ante  inventa  exprimetur,  si  modo  ad  eam  adjiciatur 
hoc  membrum 

/L  QxS/fSdx  —  fSdxSx)  znLflZx  (5/583^»  —  955a:), 

Quia  vero  formula  integralis  /fSdx  eadem  est  quae  in  problemate 
praecedente  est  tractata,  si  ut  ibi  fecimus,    statuamus 

Sy  —  pSx  ma)    et    5z  —  p5a?  zn  tO  , 
elemento  dx  constante  assumto  habebimus 

Ponamus  jam  integrale  /Udxzzil,  si  scilicet  ita  capiatur,  ut  pro 
initio  integrationis  evanescat,  tura  vero  pro  termino  finali  integratio- 
nis  fiat  I— A,  .quo  facto  pro  tota  integrationis  extensione  crit 

Nunc  igitur  introducamus  sequcntcs  abbreviationes 

N  4-(A^I)N''z::N^  ««  + (A  — I)  3^  —  9^^ 

P  -+-(A— I)  F=:  P^,  g>4-(A  — I)g>^z=^^ 

Q4.(A-.I)Q^=:Q^,  a-h(A~I)£l'=:a^, 

R-f-(A  — I)R^  =  R^     SX4.(A~i)Sr  =91^ 
«tc.  etc. 


S/t(».-S83,=/9x  ■!  l--^-  ^  ^4  ^  ^^ 


/Ld*(S/gSJx_S5&r)=/(A-I)a;r  ^  _  "       ^,"*"  ^ 


Digitized  by 


Google 


CAPUT     V.  461 


atque  manifestiim  est  Tariationem  quaesitam  ita  expressam  iri 

(   9<  t»  H-  -g—  -*-    -g^  H-  -g^  -t-  etC. 

quae  etiam  ut  ante  eyolyitur  in  hanc  formam 

*V5«         -^„(P°-^V^-^H.e,c.) 

+  Co«,..     ^.»(r-'^+|g:-^*e«.) 

*,^(Q°-^'^^°-e'c.) 
^g(a°-^V^--..c.) 
•^a3?(R  -^^  H-etc.) 

H-0(e^-etc.)H^etc. 

ubi '  neminem  ofTendat  signum  nihili  litteris  sufBxum ,  siquidem  non 
exponentem  denotat,  sed  tantum  ad  has  litteras  ab  iisdem  aude  po- 
sitis  distinguendas  adhibetur. 

C  o  r  oll  ar  itt  m      1. 

137.  Si  igitur  formula  integralis  /Ydx  habere  debeat  ra* 
lorem  maximum  tcI  minimum ,  yariationis  inVentae  bina  membra 
priora  statim  nihilo  aequalia  statui  oportet,  unde  duae  resultant  ae* 
quatidnes  differentiales ,  quibus  indefinita  relatio  utriusque  Tariabilis 
^  et  z  ad  o:  definitur. 
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Corollarium      2. 

i3S.  Etiflmsi  h\6  conditionum,  quae  fortc  pro  initio  et  fine 
intcgralionig  proponantuir,  nondum  ratio  habetur,  tamen  ea  jam  oc- 
culte  in  calculum  ingreditur.^  quia  litterae  I  et  A  terminos  integra* 
tionis  respiciunt.  Interim  tamen  eae  in  ipsa  aequationum  differen* 
tialium  tractatione  iterum  ex  calculo  expelluntur;  dum  enim  formula 
integralis  yXrdo^zi:!  eliditur^  simul  quantitaa  constans  A  egreditur. 

CoroIIarium     3. 

139.  Ezpeditis  autem  aequationibus  his  duabus  differentia* 
libus,  idque  generalissime ,  ut  totidem  constantes  arbitrariae  in  cal* 
culum  inrehantur ,  quot  integrationes  institui  oportuit ,  tum  demum 
ad  conditiones  utriusque  termini  integrationis  formulae  jYdx  est 
attendendum ,  quandoquidem  hinc  ex  reliquis  yariationis  membria 
absolutis  illae  constantes  determinari  debent. 

Sch.olion. 

140.  Solutio  hujua  problematis  ita  est  comparata  ut  jam 
satis  sit  perspicuum ,  quemadmodum  etiam  formulas  magis  compli- 
catas,  veluti  si  functio  V  plures  formulas  integrales  inrolyat,  yel  si 
quoque  fQ  formulas  noyas  integrales  complectatur  ,  expediri  conye- 
iiiat.  Quin  etiam  hunc  est  manifestum ,  si  hujusmodi  formulae  in* 
tegrales  plures  tribus  yariabiles  contineant,  quomodo  tum  yariatio- 
nes  inyeniri  oporteat ,  atque  adeo  non  solum  taediosum  sed  etiam 
superfluum  foret  si  copiosiua  hoc  argumentum  persequi  yellem*  Ad 
partem  igitur  hujus  doctrinae  alteram  multo  abstrusiorem  progre* 
dior,  ubl  etiam  relationibus  inter  yariabiles  constitutis  duae  pluresy^ 
a  se  inyicem  minime  pendentes  in  calculo  relinquuntur. 
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DE 

VARIATIONE   FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM     TRES    VA- 

RIABILES  INVOLVENTIUM,   QUARUM  RELATIO  UNICA 

AEQUATIONE  CONTINETUR. 

F  r  o  b  1  e  m  a       15. 

141. 

Proposita  aequatione  inter  trea  yariabilea  ae,  y  et  «,  qnibuf  raria* 
tiones  quaecunque  Sa?,  ^,  Ss  tribunntur,  definire  variationes  formu- 
lamm  differentialium  primi  ^adus 

P  =  (H)   et   /  =  (Ip. 

S  oltttio. 

Cum  ttiMca  tequatio  inter  tres  Ttriafailes  dari  ponitur,  qiiae- 
libet  earum  taaquam  ftmetio  binarum  reliquamm  spectari  potett 
Erit  ergo  z  functio  ipMrum  x  fx  y^  A  meminiase  hie  oporlet  ex* 
pressionem  (^)  =  p  denotare  rationem  differentialium  ipsarum  z 
et  x^  si  in  aequatione  illa  data  hae  solae  ut  rariabiles  tracten* 
tur  ,  terfia  y  pvo  eonstante  habita ,  qnod  ide»  de  altera  formula 
(l^)  zn  p^  est  tenendmn.  SimiH  modo  ipsae  quoque  TariationcB 
^x  ^  Sy  ^  Sz  ut  functiones  infinite  parvae  binarum  rariabilium  x  et 
y  spectari  possunt,  quoniam  si  etiam  a  tertia  z  penderent,  haec 
ipsa  est  functio  ipsarum  a:  et  ^f;  unde  iimul  intelBgitur  quid 
istae  formulae 
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significent.     Cum  igilur  valor  Tariatus  formulae 

(|i)=P   .!.;.  + Sp  =  (|-fig>,. 

si  scilicet   hic   Tariabilis   y   constans    snmatur ,    erit    hac    conditione 
observata 

p  H-  dp  _  (a^^^a^p  —  (55  4-  s:  —  ^Ti^) » 
propterea  quod  variationes  Sx  et  Sz  prae  x  tt  z  evanescunt.  Hinc 
ergo  ob  (||)  =:  p  habebitur  variatio  quaesita 

«''  =  (^*)  -  (^-^)  =  (g)  -  M^). 
quarum  formularum  aignificatus,  cum  tam  Sz  quam  Zx  slnc  functio* 
nes  ipsarum  o;  et  f/ ,  hicqne  y  constans  habeatur ,   per  se  est  ma« 
nifestus.     Simili  autem  modo  reperietur  fore 

jp' = (f )  _  /  <f ) , 

ubi  jam  variabilis  x  pro  constante  habetur. 

C  o  r  olla  rium      1. 

142.  Hic  omnia  ad  binas  variabiles  x  ci  y  sunt  perducta^ 
atque  ut  earum  functiones  spectantur,  non  solum  tertia  z,  sed  etiam 
omnes  tres  variationes  ^x^  Sy,  ^z :  manifestum  autem  est,  has  tres 
variabiles  pro  lubitu  inter  se  permutari  posse. 

Corollarium      2. 

143«  Sttfficit  autem  his  binis  formulis  pro  differentialibus 
primi  gradus  uti,  quoniam  reliquas  ad  has  reducere  licet^  siqui* 
dem  sit 

W  —  ^'     "    ^Jy  —   ^' 
ubi  p  et  jc/  sunt  iunctiones  binarum  x  et  y. 
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Corollarium     3. 
14  4.     irtventis  ergo  variationibus  harum  duarura  formularum 

,  =  (||)  «  /.'  =  (!-•), 

reliquarum   formularum    modo    memoratarum   rariationes    hinc   facile 
reperientur.     Erit  enim 

S  c  h  0  1  i  0  n      i . 

145.  Hic  ante  omnia  observo ,  formulas  difFerentiales  cer- 
tum  valorem  habere  non  posse ,  nisi  duo  differentialia  ita  inter  se 
comparenlur ,  ut  tertia  variabilis ,  si  tres  habeantur ,  seu  reliquae 
omnes,  si  plures  adsint,  constantes  accipiantur.  Ita  hoc  casu  quo 
inter  tres  variabiles  o:,  ^  et  z  unica  aequatio  datur ,  rel  saltem 
dari  concipitur ,  formula  ^  nullum  plane  habet  sigmficatum ,  nisi 
tertia  variabilis  y  constans  aumatur,  quam  conditionem  vinculis  in* 
cludendo  hanc  formulam  innuere  consueverunt ,  etiamsi  ea  tuto 
omitti  possent ,  quoniam  alioquin  ne  ullus  quidem  significatus  ades* 
set.  Quod  quo  magis  perspicuum  reddatur ,  quaecunque  aequatio 
inter  teiiias  variabiles  x^  y^  z  proponatur,  ex  ea  valor  ipsius  z 
elici  concipiatur,  ut  z  aequetur  certae  functioni  ipsarum  x  ti  y^ 
ejusque  sumto  differentiali  prodeat  dz  zi:  pdx -^  p^dy -,  ubi  iterum  p 
et  ;/  certae  erunt  functiones  ipsarum  x  et  y^  idque  tales  ut  sit 
(||)=:(^).  Sumta  nunc  y  constante  fit  dzzzipdx  seu  pz=i(^^ 
sumta  autem  x  constante  prodit  p^  ziz{^.  Tum  vero  etiam  ma* 
Vol.  TII.  5  9 
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nlfestum  e8t,  sumta  %  constante  fore  ^rr^p^,  hujusmodi  autem 
foraulas  excludi  conveniet,  quando  tam  z  quam  rariationes  ^x^  ^, 
et  ^z  ut  functlones  ipsarum  x  ti  y  repraeaentamus. 

S  chol  io  n     2. 

^^    ^  146.     £x   Geometria    hoc    argumentum    multo    clarius    illu« 

atrare  licet.  Denotent  enim  tres  nostrae  variabiles  x^  y^  z  temas 
coordinatas  AX ,  XY ,  YZ ,  inter  quas  aequatio  proposita  certam 
'  quandam  superficiem  assignabit ,  in  qua  ordinata  YZ  =:  z  termma- 
'  bitur,  quae  utique  tanquam  certa  functio  binarum  reliquarum  AXzro; 
et  XY=:^  spectari  potest,  ita  ut  sumtis  pro  lubitu  his  binis  x  et 
y ,  tertia  YZ  m  z  ex  aequatione  proposita  determinetur.  Quodsi 
jam  alia  superficies  quaecunque  concipiatur  ab  ista  infinite  parum 
discrepans,  eaque  ita  cum  hac  comparetur,  ut  ejus  punctum  quod« 
vis  z  cum  propositae  puncto  Z  conferatur ,  ita  tamen  ut  interval* 
lum  Zz  sit  semper  infinite  parvum ,  variationes  ita  repraesentabun- 
tur ,    ut  sit 

Zx  zn  kx  —  AX  zn  Xxj     hj  zn  ooy  -^  XY     ct 

5«  =  yz  ~  YZ, 

et  cum  hae  variationes  prorsus  arbitrio  nostro  permittantur ,  neqtie 
uUo  modo  a  se  invicem  pendeant,  eae  etiam  tanquam  funetiones 
binarum  ;v  et  ^  spectari  possunt,  idque  ita  ut  nuUa  a  reliquis 
pendeat,  sed  unaquaeque  pro  arbitrio  fingi  queat.  Quin  etiam  hinc 
intelligitur ,  quoniam  superficies  proxima  a  proposita  diversa  esse 
debet,    neutiquam  fore 

siquidem  pro  superficie  proposita  fuerit 

dz  =z  pdx  +  p^dy, 
alioquin  punctum  z  foret  in  eadem  superficie  ,    ex  quo  omnino  ter* 
nas  ftinctiones  ipsarum  «  et  ^*  pro  variationibus  Sar,  ^  et  Sz   ita 
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eomparatas  csse  oportet ,    ut  non  sit 

sed  potius  ab  hoc  raloice  quomodocunque  discrepet ;  ubi  quidem 
imprimis  notandum  est ,  has  functiones  ita  late  patere  ,  ut  disconti- 
nuae  non  excludantur ,  atque  adeo  pro  lubitu  yariationes  tantum  in 
unico  puncto  vel  saltem  exiguo  spatio  constitui  queant«  Ne  autem 
hic  ulli  dubio  locus  relinquatur ,  probe  notandum  est ,  ex  eo  quod 
ponlmus  z  ejusmodi  functionem  ipsarum  x  et  y ,    ut  sit 

dz  =:  pdx  -^  p^y  1 
minime  sequi  fore  quoque 

Sz  —  p^x  -f-  jt/5y, 
quemadmodum    supra   assumsimus ,    propterea   quod  hic   ipsi  z  pro* 
priam   tribuimus    variationem    neutiquam   pendentem    a    variationibus 
ipsarum  x  tt  y. 

Problema     16. 

147.  Prdposita  aequatione  inter  tres  variabiles  Xj  y^  z, 
quibus  variationes  quaecunque  dr^  ^^  Sz  tribimntur ,  investigare 
variationes  formularum  differentialium  secundi  gradus 

Solutio. 

Hic  iterum  z  spectatur  ut  functio  ipsarum  ^  et  ^,  quarum 
etiam  simt  functiones  ternae  variationes  Sx^  Sy^  Sz,  nullo  modo  a  se 
invicem  pendentes.     Quoniam  in  praecedente  problemate  posuimus 

P  =  (||)    a  pr  =  4p, 

his  formulis  in  subsidium  vocatis  habebimus 

,  =  (||).   ^  =  (|t)  =  (l^,   .1  q"  =  (l^); 

69» 
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hicque  ratio   rariationum   Zp  et  Sp^  est  habenda ,    quas  inyeniniiis 

Simili  ergo  modo  calculum  subducendo  reperiemus  primo 

tfbi  (^)  invenitur  si  valor  ^p  differentietur  posita  ^  constante ,    ac 
differentiale  per  dx  dividalur  ,    unde  oritur 

<^dP  —  (dii->  -  9  (li-)  -  P  ( aii") ,    ob  7  _  (^J) , 
unde  concludimus 

d^  —  ( a^)  —  2(7  (-g^)  —  p  ( g^) . 
>£odem  modo  ob  ^^  n:  (^)  ,    erit 

(#  =  <d^)~^  (a;^)— ''(d^d^)' 
ideoque 

^V  =  (a^^  ~  7  ( aj)  —  9"  ( a^)  -  P  (5^)  • 
Alter  autem  valor  g''  —  (^^)  simili  modo  tractatus  praebet 

^^  —  (5^)  —  9^  (15-^  —  9  (-^)  — P  (5^)  . 
cujus  valoris  ab  illo  discrepantia  incoinmodum  involvit  mox  accura« 
tius  examinandum.     Ex  tertia  autem  formula  g^"^  zzz  (^)  clicitur 

V  =  (^)  -  2»"  (f  )  -  P'  (^)  • 

S  c  h  o  I  i  0  n      1. 

148.     In   originem    discrepantiae    variationis   S  q^    ex  gemi- 
no  valore 
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natae  inquislturus ,  obseryo  in  his  formulis  yariationem  exprimenti« 
bu8 ,  vel  quantitatem  x  yel  quantitatem  y  pro  constanti  haberi , 
prout  denominator  cujuscunque  membri  declarat.  Verum  si  quan- 
titatem  x  constantem  manere  sumimus ,  utcunque  interea  altera  t/ 
mutabilis  existit ,  natura  rei  postulat,  ut  etiam  variationes  ipsius  x 
nullam  mutationem  subeant,  quod  autem  secus  evenit,  si  rariatio  Zx 
quoque  a  quantitate  y  pendeat,  quod  idem  de  altera  variabili  y^ 
dum  constans  ponitur,  est  tenendum.  £x  quo  manifestum  est,  si 
variationes  Zx  et  Zy  simul  ab  ambabus  Tariabilibus  x  t\,  y  pen* 
dere  sumantur ,  id  ipsi  h^pothesi ,  qua  alterutra  perpetuo  constans 
ponitur,  adrersari.  Quamobrem  hoc  incommodum  aliter  vitari  ne- 
quit,  nisi  statuamus,  variationem  ipsius  x  prorsus  non  ab  altera  ^a- 
riabili  y ,  neque  hujus  variationem  Zy  ab  altera  x  pendere.  Sin 
autem  }^x  per  solam  o?,  et  }^y  per  solam  y  determinatur ,  ut  sit 


et    (^^)  =  0      ct     (^)  =  0  , 


erit  etiam 

sicque    ambo   illi   valores   discrepantes   pro  Zq^  inventi   ad   consen* 
sum  perducuntur. 

Scholion     2. 

149«  Omnibus  autem  dubiis  in  hac  investigatione  felicissi« 
me  occurremus,  si  aoli  quantitati  z  variationes  tribuamus,  binis  rcr 
liquis  o;  et  ^  plane  invariatis  relictis,  ita  ut  sit  tam  ?a?=:0  quam 
dt/  =3  0  ,  quo  pacto  non  solum  calculo  consulitur ,  sed  etiam  usus 
hujus  calculi  variationum  vix  reatringitur.  Quodsi  enim  superficiem 
quamcunque  cum  alia  sibi  proxima  comparamus,  nihil  impedit,  quo» 
minus   singula  propoeita   superficiei    puncta   ad    ea  proxima   puncta 
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referamus ,  quibus  eaedem  binae  coordmatae  x  tt  y  respondeant , 
solaque  tertia  z  variationem  patiatur.  Quin  etianj  haec  suppositio, 
cum  ad  formulas  integrales  progrediemur ,  co  magis  est  neccssaria, 
quandoquidem  semper  totum  negotium  ad  ejusmodi  formulas  inte- 
grales  perducitur ,  quae  duplicem  integralionem  requiruht ,  in  qua* 
rum  altera  soia  x  in  altera  vero  sola  y  ut  variabills  tractatur ; 
nisi  ergo  harum  variationes  nullae  statuantur ,  maxima  incommoda 
inde  in  calculum  inveherentur ;  qui  cum  per  se  plerumque  sit  dif- 
ficillimus,  minime  consultum  videtur,  ui  ex  hac  parte  difficultates 
multipliccntur.  Quamobrem  hanc  tractationem  ita  sum  expediturus, 
ut  in  posterum  perpetuo  binis  variabilibus  x  tt  y  nuUas  plane  ra- 
riationes  tribuami  solamque  tertiam  %  rariatione  quacunque  ^z  an- 
geri  assumam^  ubi  quidem  Zz  ut  fiinctionem  quamcunque  ipsarum 
X  tt  y  sive  continuam  sive  discontinuam  sum  spectaturus. 

Froblema     17. 

150.  Si  z  fuerit  functio  quaecunque  ipsarum  x  tt  y^  ei« 
que  tribuatur  variatio  ^z  pariter  utcunque  ab  o;  et  ^  pendens.  in« 
vestigare  variationes  formularum  omnium  differentialium  cujuscun* 
que  ordinis. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Pro  differentialibus  primi  gradus  habentur  hae  duae  formulae 
p  =  (||)     et   p-  =  (|i), 

quarum  variationes  cum  x  tt  y  nullam  variationem  pati  concipian* 
tur,  ex  supra  inventis  ita  se  habebunt 

Jp  =  (^)  «  v  =  0- 

Fro  differentialibus  secundi  ordinis  hae  tres  formulae  habentur 
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ita  ut  »t 

,  =  (11).  ^'  =  0  =  i^-)  «t  <'  =  ('^). 

quarum    variationes    ex    praecetlente    problemate    ob    ^x  zzz  0    et 
5y  ~  0    8unt 

^9  —  (^^^    ^v— (a^)i    d/ =(g^)- 

Simili  modo  ai  ad  differentialia  tertii  ordinis  ascendamua ,    hae  qua» 
tuor  formulae  occurrunt 

-  —  /^^K      -/ /  9*«  \     «//  —  /^"«.^      wv/ /S* «\ 

quarum  variationes  ita  expresaum  iri  manifestum  est 

^  =  (a^>'   ^^=%«^>>    ^'^^  — (§5J55?5>^    ^^  —  (^)i 

unde  per  $e  patet ,    quomodo  variadones  formuiarum  differentialium 
superiorum  ordinum  aint  exprimendae. 

Corollarium      1. 


151.  Hinc  jam  manifcstum  est ,  fore  in  genere  pro  for« 
itiula  differentiali  cujuscunque  ordinis  1  ^  ^  J  ejus  variationem 
ziz  l  -T — ^ —  1 1  in  qua  forma  superiores  omnes  continentur. 


Corollarium     2. 

162.  Deande  etiam  perspicuum  est,  introducendis  loco  dif* 
ferentialium  primi  ordinis  litteris  p  ^  p\  secundi  ordinis  litteris  9, 
q^^  qf\  tertii  ordinis  litteris  r,  r^,  r^\  r'^^^  quarti  ordinis  litteris  s^ 
$\  ^\  9f^\  ^^^\  etc.  speciem  differentialium  tolU^  quemadmodum 
etiam  supra  hnjusmodi  Utteris  speciem  differentiaUum  •wtttiimM* 
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S   c  h  0  1  i  o  n  . 

153.  Quoniam  binae  variabiles  x  et  y  prorsus  a  se  in- 
Ticem  non  pendent ,  ita  ut  altera  adeo  cundem  valoreni  retinere 
queat^  dum  altera  per  omnes  valores  possibiles  variatur,  evidens 
est ,  hujusmodi  formulam  difFerentialem  ~ ,  quippe  quae  nullum 
plane  significatum  certum  esset  habltura ,  in  calculo  nunquam  lo- 
cum  invenire  posse.  Contra  vero  cum  quantitas  z  sit  functio  ip- 
sarum  x  ti  y  9  hac  formulae  (^) ,  (^  et  reliquae  omnes  quas 
supra  sum  contemplatus ,  definitos  habent  significatus ,  neque  ullae 
aliae  in  calculum  ingredi  possunt.  Deinde  quia  semper  quaestiones 
huc  pertinentes  eo  reducere  licet ,  ut  z  tanquam  functio  binarum 
X  ei  y  spectari  possit ,  ejusmodi  formulae  (^) ,  ubi  quantitas  z 
esset  pro  constanti  habita ,  hinc  prorsus  excluduntur ,  neque  ullae 
aliae  praeter  supra  memoratas  in  calcuio  admitti  sunt  censendae, 
sicque  omnes  expressiones  a  formulis  integralibus  liberae  praeter 
ipsas  variabiles  x^  y^  z  alias  formulas  difTerentiales  non  implica- 
bunt  praeter  eas ,    quarum  variationes  hic  sunt  in^ioatae. 

Pr  o  b  1  e  m  a      18* 

154.  Si  z  sjt  functio  ipsarum  x  ti  y^  eique  tribuatur  va- 
riatio  Zz  utcunque  ab  a>  et  ^  pendens,  tum  vero  fuerit  Y  quan- 
titas  quomodocunque*  ex  tribus  variabilibus  x,  y,  z  earumque  dif* 
ferentialibus  cujiiscunque  ordinis  composita ,  ejus  vistriationem  SV 
investigare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ut  in  expressione  V  species  diffcrentialium  toUantur,  pona- 
mus  ut  hactenua  fecimus 
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,d»v 


r    —  ( 


etc. 


^//  —  /  a»» 


dx' 


'•dxa> 


d>» 


quarum  formularum  variationes  a  variatione  ipsius  z  oriundas  ita 
definimus,  ut  posita  cvidentiae  gratia  ista  variatione  5«  rr  w ,  quam 
ut  functionem  quamcunque  binarum  variabilium  o;  et  ^  spectari 
oportet ,    sit 

5pz=(|^),    Sp^-d^), 


dr  _  (^p)  ,     dr  _  (^-^3^  ,    §r^  _  (3^3-^) 


^K^^^di^); 


d>^ 


etc. 


Illls  autem  faciis  substitutionibus  expressio  proposita  V  fiet  functio 
harum  quantitatum  ar,  y,  z,  p,  p^  7,  (/^,  qr^'^,  r,  i^,  r'''',  r^^^,  etc. 
EJus  ergo  differentiale  talem  induet  formam 

dY  —  ^dx  +  M^y  +  N^:^  ^Pdp-hQ  dq    -f-  R    dr 

^rdp^-^Qfdq"  4-R'  3^-" 

etc. 

Quoniam  nunc  formula  Y  eatenus  tantum  variationem  recipit ,  qua- 
tenus  quantitates,  ex  quibus  componkiir,  variantm*,  binae  autem  x 
et  y  immunes  statuuntur,  ejus  varji^o  quam  quaerimus  erit 

5V  =  N&  +  P5p    +  Q  &7      ^  R    Sr 

etc. 
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ac    si   loco    variationis    ^z   scribamus  cu  ,    habebimus   rariationcs  in* 
rentas  substituendo 

5V  =  N«  +  P  (|^)  -h  Q   (^)    +  R   O 

CtC. 

cujus    formatio,    si    forte  /Ctiara    differentialia   altionim   -graduum.  in- 
grediantur,  per  se  est  manifesta. 

C  o  r  Oil  l.a  r  iu  m.     t* 

155»  Cum  (I)  spectetur  ut  functio  binarum  variabilium  x 
et  y,  singularum  partium  ,  quae  variationem  SV  constltuunt,  signifir 
catus  est  determinatus ,  atque  haec  variatio  perfecte  definita  est 
censenda. 

CoroMarium     2; 

156«  Quomodocunque  autem  expressio  V  difierentialibufr 
ait  referta  y  quandoquidem  valorem  certum  indicare  est  censenda, 
substitutionibus  adhibitis  semper  a  specie  cfififerentialium  liberari 
debet. 

GoroIIarium     S^ 

Ftg.  6.  157.     Si  nostrae   tres   variabiles   ad   superficienr  referantur, 

ut  sint  ejus  eoordinatae  AXzzix,  XY=:y,  YZ~s,  sola  ordinata 
YZ  zizz  ubique  incrementum  infinite  parvmn  ZzzizSzzzz  ta  acci*- 
pere  intelligitur ,  ita  ut  piincta  •  z  cadant  in  aliam  superficiem  ab 
illa  infinite  patrumii  discrepantem. 
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S  c  h  o  I  i  0  n. 

iiS.  Dttbio  hic  occurri  debet  inde  oriundat  quod  quanti- 
tatem  z  ut  functionem  binarum  x  ^t  y  spectandam  esse  diximus : 
quoniam  enim  ipsis  x  et  y  nuUaa  variationea  tribuimus ,  si  in  ex* 
pressione  V  loco  z  ejus  valor  in  x  tt  y  substituefetur ,  ea  *ipsa 
in  meram  llmictionem  ipsarum  x  et  y  abiret,  neque  propterea  uU 
lam  variaUonek  esset  receptura.  Yerum  notandum  est ,  tametsi  z 
ut  functio  ipsarum  x  H  y  consideralury  eam  tamen  plerumque  esse 
incognitam ,  quando  scilicet  ejus  naturam  demum  ex  conditione  va* 
riationis  erui  oportet;  sin  autem  jam  ab  initio  esset  data,  tamen 
dum  variatio  quaeritur,  functionem  hanc  z  quasi  incognitam  spectari 
convenit,  minimeque  ejus  loco  valorem  per  x  tt  y  expressum  sub* 
sjtitui  iicet ,  antequam  variatio ,  quippe  quae  a  sola  z  pendet  t  pe* 
nitus  iuerit  explorata. 


60  • 
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DE 

VARIATIONE    FORMULARUM    INTEGRALIUM    TRES 

-VARIABILES     INVOLVENTIUM ,    QUARUM    UNA 

UT    FUNCTIO    BINARUM    RELIQUARUM 

SPECTATUR. 

Froblema      19. 
t59. 

Formularum  integralium  huc  pertinentium  naturam-evolvere,  ac  ra- 
tionem  qua  earum  variationes  investigari  conveniat,  explicare. 

5  0  I  u  t  i  o. 

Cum  tres  habeantur  variabiies  x,  y  ct  z^  quarum  una  z  ut 
functio  binarum  reliquarum  a?  et  ^  est  spectanda  ,  etiamsi  in  ipsa 
variationis  investigatione  ratio  hujus  functionis  pro  incognita  haberi 
debet,  formulae  integrales  quae  in  hoc  calculi  genere  occurrunt, 
plurimum  discrepant  ab  iis,  quae  circa  binas  tantum  variabiles  pro- 
poni  solent.  Quemadmodum  enim  talis  forma  integralis  f^dx^  ubi 
V  duas  variabiles  x  ti  y  implicare  censetur,  quarum  y  ab  a?  pen- 
dere  concipitur^  quasi  summa  omnium  valorum  elementarium  Ydo; 
per  omnes  valores  ipsius  x  collectorum  considerari  potest  ;  ita 
quando  tres  variabiles  x^  y  ti  z  habentur,  quarum  haec  z  a  bi- 
nis  o:  et  y  simul  pendere  concipitur,  integralia  huc  pertinentia  col- 
lectionem    omnium   elementorum    ad    omnes  valores   tam  ipsius   x^ 


Digitized  by 


Google 


CAPUT     VII  477 

quam  ipsius  y  relatorum  involvunt ,  ideoque  duplicem  integrationem 
alteram  per  omnes  valores  ipsius  x ,  alteram  vero  ipsius  y  ele- 
menta  congregantem  requirunt.  Ex  quo  hujusm.odi  integralia  tali 
forma  ff^^x^y  contineri  debent,  qua  scilicet  duplex  integratio  in- 
nuatur ;  cujus  evolutio  ita  institui  solet »  ut  primo  altera  variabilis 
y  ut  constans  spectetur,  et  formulae  fS^x  valor  per  terminos  in- 
tegrationis  extensus  quaeratur ;  in  quo  cum  jam  x  obtineat  valo* 
rem  vel  datum  vel  ab  y  pendentem,  hoc  integrale  fYdx  in  functio- 
nem  ipsius  y  tantum  abibit ,  qua  in  d^  ducta  snperest  ut  integrale 
fdyf^^^  investigetur ,  quae  ergo  forma  fdyfdYSx  hoc  modo 
tiactata  illi  ffVdx^y  aequivalere  est  cens.enda.  Ac  si  ordine  in- 
verso  primo  quantitas  x  constans  accipiatur,  et  integrale  fYdy 
per  terminos  praescriptos  extendatur  ,  id  deineeps  ut  functio  ipsius 
X  spectari  et  integrale  quaesitum  fdx/Ydy  inveniri  poterit.  Per- 
inde  autem  est  utro  modo  valorem  integralis  formulae  .duplicatae 
ffydxdiy  utamur. 

Cum  igltur  in  hoc  genere  allae  formulae  integralies  nisi  hu^ 
jusmodi  ffYdxdy  occurrere  nequeant,  totum  negotium  huc  redit, 
ut  quemadmodum  hujusmodi  formae  Tariationem  inveniri  oporteat, 
ostendamus.  Quoniam  autem  quantitates  x  et  y  variationis  exper- 
tes  assumimus ,  ex  iis  quae  initio  sunt  demonstrata  facite  colligi- 
tur  fore 

^frfdxdy  ^zff^Ydx^, 
ubi   5V   variationem   ipsius  V   denotat ;    hicque   integratione    parite» 
duplici  est  opus ,  prorsus  ut  modo  ante  innuimus. 

G  0  r  0  1 1  a  r  i  n  m      1  • 

I60i  Si  ponamus  integrale  ffVdxdy  :=:  V/ ,  cum^  sit 
/3/^V5t/ n;;  W,    erit  per  solam  x  differentiando 
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hincquc   porro   per  y   diffcrentiando  V  z=Z  (g^)  ;    undc  patet  inte-   , 
gralc  W  ita  coraparatunt  csse,  ut  fiat  V  nz  (gj)  •  '    " 

Corollarium      2\ 

141.  Oum  duplcx  intcgratio  $it  institucnda,  utraquc  quan- 
utas  arbitraria  introduckur ;  akera  autcm  intcgratio  loco  constantis 
functioticm  quamcunquc  ipsius  x  quae  sit  X,  akcra  autcm  functio* 
ncm  quamcunque  ipsius  y ,  quae  sit  Y  invehlt ,  ita  ut  complctum 
integralc  sit 

/rfdxdy  =:  W  -4^  X  +  Y. 

Corollarium     3. 

162.  Hoc  ctiam  pcr  ipsam  rcsolutioncm  confirmatur,  fit 
cnim  primo 

/vay  =  (n>  +  (|i>^  ob  (E)  =  0- 

Tum   Tcro   fit  V  =  (|j^),    quia   ncqiic   X   nequc  ^  ^  y  pendct. 
Quarc  si  fucrit  (^^)  =  V,    crit  integra!e  complctum 
/jydxl^  =  W  +  X  +.Y. 

S  ch  olion     1. 

163.  Omnino  autem  necessarium  est,  ut  kdolcs  hujusmodi 
formularum  intcgralium  duplicatarum  f/ydxdy  accuratius  examini 
subjicictur,  quod  conmiodissime  pcr  Thcoriam  supcrficierura  prae* 
stari  poterit.     Sint  ergo  ut  hactenus  x  ti  y  binae  coordinatae  or- 

Fi^.  7.  thogonales  in  basi  Msumtae^  AX  =  x^  XY  zn  y^  cui  in  Y  norma* 
liter  insistat  tcrtia  ordinata  YZznz  ad  supcrficiem  usque  porrecta. 
Si  jam  binae  illae  coordinatae  x  ct  y  suis  dificrcntialibus  crescant 
XX^:=;da?  et  YY^znd^i  inclo  t>Mi  oritur  parallelogrammum  ele« 
mcntare  YxyY^ zizdxdy ^    cui  elementum  formulae  integraiis  conTC^» 
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nit.  Ita  si  de  soliditate  a  superficie  inclusa  8it  quaestio »  ejus  ele- 
mentum  erit  zzizdx^dy^  ideoque  tota  soliditas  z:z.f/zdx'du\  si  su* 
perficies  ipsa  quaeratur ,  posito  dz  znpdx  +  p^dyi ,  erit  ejjis  ele* 
raentum  huic  rectangulo  dx^y  imminens 

=1  ^xdy  /  (i   -h  p/^  H-  pY), 
ideoque  ipsa  superficies 

==  J/dxdy  /  (1  +  pp  4-  pV)  , 

ex  quo  generatim  intelligitur  ratio  formulite  integralis  duplicatae 
// Y  d xdy.  Quod  si  jam  talis  fbrmulae  valor  quaeratur ,  qui 
datO'  spatio  ia  basi  veluti  ABYX  respondeat,  primp  sumta  x  con* 
stante  investigetur  integrale  simplex  /V^y »  ac  tum  ipsi  y  assigne- 
tur  magnitudo  XY  ad  curyam  DY  porrecta,  quae  ex  hujua  curvae 
natura  aequabitm*  certa&  functioni  ipsiua  x.  Sic  igitur  dx/Y  dy 
exprimet  formulae  propositae  eiementum  rectangulo  XYx^X/zzzydx 
conveniens^  cujus '  integrale  denuo  sumtum  /dx/Ydy  et  ex  sola 
variabili  x  constans ,  tandem  dabit  valorem  toti  spatio  ADYX  res* 
pondentem ,  siquidem  utraque  integratio  adjectione  constantis  rite 
detex*minetur. 

5  c  h  0  r  i  0  n      2". 

164.  Ita  se  habere  debet  evolutio  hujusmodi  fbrmuFarum 
integralium  duplicatarum,  si  ad  figuram-  in*  basi  datam  veiuti  ADYX 
fuerit  accommodanda ;  sin^  autem*  utramque  integrationem  indefinite 
expedire  velimus  ,  ut  primo  sumta  x  constante  qpaeramus  integrale 
/Ydyr  quod  rectangulo  elementari  XYyX^  =:  ydx  convenire  est  in- 
telligj^ndum ,  siquidem  in  dx  ducatur ,  deinde  vero  in  integratione 
formulae  y^a^yTdy  quantitatem  yznXY  eandem^  manex^  concipia- 
mus ,  sola*  x  pro  variabili  sumta  ,  tum  valor  prodibit  rectangulo 
indefinito    APYX  =:  xy^  respondens,    si    quidem    constantes  per 
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utraraque  integrationem  ingressie  debite  definiantur.  At  si  spatii 
istius  reliqui  termini  praeter  lineas  XY  et  PY  ut  indefiniti  specten* 
tur,  integTBle  jyVdxdy  recipiet  binas  functiones  X-4-Y  indefini- 
tas,  illam  ipsius  x,  hanc  vero  ipsius  y.  Quodsi  ergo  ad  calculum 
maximorum  et  minimorum  haec  deinceps  accommodare  velimus, 
quoniam,  maximi  minimive  prOprietas ,  quae  in  spatium  quodpiam 
datum  ADYX  competere  debet ,  simulquoque  cuivis  spatio  indefinito 
veluti  APYX  conveniat  necesse  est ,  duplicem  illam  integrationem 
modo  hic  exposito  indefinito   administrari  conveniet. 

P  r  0  b  1  e  m  a      2  0. 

166.  Si  V  sit  formula  quaecunque  ex  ternis  variabilibus 
a:,  y,  z  earumque  differentialibus  composita,  invenire  variationem 
formulae  integralis  duplicatae  /fVd^^dy^  dum  quantitati  z,  quae  ut 
functio  binarum  x  et  y  spectetur,  variationes  quaecunque  tribuuntur. 

S  0  I  ut  i  o. 
Ad  speciem  differentlalium  tollendam  statuamus 

>=(l5).y=(|f). 

,=  (|D,  /  =  (|p  =  (g),  Y'=(|^. 

-=(|D.  ''=0=&)'  '''  =  (S)=(s$.  '"'■'=(f'). 

ut  V  flat  functio    quantitatum   finitarum   x,  y,  z,  p,  p\  9,  </'',  ^', 
r,  r',  r^^,  r'^\  etc.     Tum  ponatur  ejus  xUfferentiale 

etc. 
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cx  quo  cum  simul  ejus  variatio  Sy  innotescat,  ex  problematc  prae- 
cedente  colligitur  variatio  quaesita 

N5z  -4-  P  5;>  -h  Q  Sqr    -^  R    5r   f  etc. 

etc. 

Quodsi  jam  uti  §.  15  4.  fecimus  ,  ponamus  variationem  .5z  —  ca, 
quam  ut  functionem  quumcunque  binarum  variabilium  x  ti  y  spcc- 
tare  licet ,    indidem  istam  variationem  concludimus  fore 

No)  -f-P  (||)  H-  Q   (^gl.")  -H  R    (|^)  H  elc. 


^f/Ydxdy  ^ffdxdy  l  ^  (T^  (^")  +  R"-'  (£^,) 


_i_  n -'-'''  /'^'  i?'» 


etc. 


Corollarium      1. 

166.  Si  ergo  utriusque  functionis  z  et  Szzrza}  indoles, 
seu  ratio  compositionis  ex  binis  variabilibus  x  ct  y  esset  data,  tum 
per  praecepta  ante  exposita  Tariatio  formulae  integralis  duplicatae 
/fydscdy  assignari  posset;  quomodocunque  quantitaa  Y  ex  variabi- 
libus  X,  y,  z  earumque  differentialibua  fuerit  conflata. 

C  6r  0  1 1  arium     2. 

167.  Totum  scilicet  negotium  redibit  ad  eVolutionem  for- 
mulae  integralis  duplicatae  inventae,  quae  cum  pluribus  constet 
partibus ,  singulas  partes  per  duplicem  integrationem ,  uti  ante  ex- 
plicatum  ^    tractari  convcniet. 

Vol.   III.  61 
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S  c  h  0  I  i  o  n. 

16  8.  Qaando  autem  ratio  ftmctionis  z  non  constat ,  ea- 
que  demum  ex  conditione  variationis  elici  debet ,  ita  ut  ipsa  yaria- 
tio  Sz  =:  (0  nullam  plane  determinationem  patiatur ,  quemadmodum 
fit  si  formula  yy  VDordy  valorem  maximum  minimumye  obtinere 
debeat  ;  tum  omnino  necessarium  est ,  ut  singula  variationis  in- 
▼entae  S/yYdxdy  membra  ita  reducantur,  ut  ubique  post  signum 
integrationis  dupllcatum  non  valores  differentiales  variationis  ^z=ia) 
sed  haec  ipsa  yariatio  occurrat ;  cujusm6di  reductione  jam  supra 
in  formulis  binas  tantum  variabiles  involventibus  sumus  usi.  Talis 
autem  reductio ,  cum  pro  formulis  integralibus  duplicatis  minus  sit 
consueta,  accuratiorem  explicationem  postulat.  Quem  in  finem  ob*- 
servo ,  hujusmodi  reductione  perveniri  ad  formulas  simpliciter  inte- 
grales,  in  quibus  alterutra  tantum  quantitatum  o:  et  ^  pro  variabili 
habeatur »  altera  ut  constante  spectata,  ad  quod  tndicandum  ^  ne 
signa  praeter  necessitatem  multiplicentur,  talis  forma  /Tdx  denota- 
bit  integralae  formulae  differentialis  Tdx^  dum  quantitas  y  pro 
constanti  habetur ;  similique  modo  intelligendum  est  iu  hac  forma 
/Tdy  solam  quantitatem  y  ut  variabilem  considerari,  quod  eo  ma- 
gis  perspicuum  est,  cum  hac  conditione  omissa^  hae  formulae  nul- 
lum  plane  significatum  essent  habiturae.  Neque  ergo  in  posterum 
opus  est  declarari ,  si  T!  ambas  variabiles  a:  et  y  complectatur, 
utra  earum  in  formulis  integralibua  simplicibus  /Tdx  vel  /Tdy^ 
sive  variabilis  accipiatur »  cum  -  ea  sola ,  cujua  dififerentiale  expri- 
mitur ,  pro  variabili  sit  habenda.  In  formulis  autem  dupiicatis 
//ydx^y  perpetuo  tenendum  est ,  alteram  integrationem  ad  solius 
X ,  alteram  vero  ad  solius  y  variabilitatem  adstringi ,  perindeque 
esse,  utra  integratio  prior  instituatur. 

Pr  obl  em  a     21. 
169.     Yariationem   formulae   integralit  duplicatae  f/Y^dy^ 
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in  praecedente  problematae  inventam ,  ifa  tranafonnare ,  ut  post 
aignum  integrale  duplicatum  ubique  ipaa  rariatio  Sz  —  (ti  occur* 
rat,    exturbatis  ejus  diiferentialibus. 

S  ol  u  t  i  o. 

Quo  haec  transformatio  latius  pateat,  sint  T  et  t;  functiones 
quaecunque  binarum  variabilium  x  tt  y^  et  consideretur  haec  for- 
raula  duplicata //Tdor^y  (^),  quae  separata  integrationum  varie- 
tate  ita  repraesentetur  /9y/Tda:(g^,  ut  itt  integratione  /Tda:(^) 
sola  quantitas  x  ut  variabilis  spectetur.  Tum  autem  erit  dx{~)z:dvy 
quia  y  pro  constante  habetur ,  ideoque  fiet 
/Tdv  =  Ti;  —  /vdT , 

ubi  cum  in  difTerentiali  dT  solius  variabilis  x  ratio  habetur,  ad  hoc 
declarandum  ioco  dT  scribi  convenit  dx  (5-)  ,    ita  ut  git 

/Ta.r  (|^)  =  tt;  - /z;a:r  (|I)  , 

hincque  nostra  formula  ita  prodeat  reducta 

yrraa:ay(|j)   =  /Hv-dy   -  f/v-dxdyi^). 

Simili  modo  permutatis  variabilibus  conseqttemur 

ff^dxdy  (g)  =  fTvdx  —  /fvdxdy  (g). 

Hoc  jam  quasi  lemmate  praemisso ,  varlatlonis  In  praecedente  pro 
blemate  inventae  reductio  ita  se  habebit 

ffVdxdyipJ  =fPoidy  -  //(,)da:^(||), 

-      ff?^xdy (l^)  ==  f^^uidx  -  fftadxdy  (|^. 

Porro    pro    ^sequentibus    n^eitibris    sit    primo     (~)  m  v ,     ideoque 

(|^  =  (|S'    «nde  colligitur 

61* 
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ac  postremo  membro  similiter  reducto  ,    fit 

//Ql^^^  (|p) = fQ.dy  (|2)  -  /a,9y  (g)  h-  //a,a:r9y  (|g). 
Per  eandem  substitutionem  habebimus  (^^)  rz:  (|^) ,    hincque 

ffO^dxdy  (^)  =:/Q'd^  (||)  -ya,ay  (f^) -4-//a,a;rdy  (|^) , 
quae  foima   ob 

fo:  dx  (|^)  =  0^(0^  ft^dx  (^') , 

abit  in   hanc 

ffOfdxdy  (f^)  =  Q^o,  -  fi^dx  d^-)  -^fft^dxdy  (gg) , 

-/0)^2^  (§) 
tum  vero  pro  tertia  forma  hujus  ordinis  nanciscimur 

ff(X'dxdy  (|^)  -fOf^dx  (f^)  -y<o  dx  (^^)  ^ //a,d:cay  (|^'). 
Porro  ob  (g)  ==  (|^) ,    manente  v  =  (f^) ,    fiet 

//Ra^ay  (|g)  =  /Ray  (f|)  -  fv^y  (|5)  4-  //^aray  (f^)  et 

ffvdxdy  (l^.)  =:/a,ay  (f^)  -^ffi^dxdy  (0)  ,    . 
ita  ut  sit 
ffl^xdy  (l^i:)  zz:/Ra2,  (|^,)  -/3^  (f|)  (|>)  ^.  /a,^^  (^) 

— //a,da;ay(|g). 
Deindeob(j;|)=:(^),    erit 

y/R^a^ay  (|^)  =  k^v  -.^ax  (||)  -4-//fa:ray  (|g) 

-/fay(^'), 

ct  quia  hic 
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conclud«mu8  forc*  -  ,,  * 

■  J-f^'^^  (^ = R'(||)  -  /<|^)  ^  (§')  +/<^  (gl) 

,  ,    -/(|i)a»(^)-//<^xay(|,^). 

Tandem  permutandis  :r  et  ^  hinc  coUigimus 

-/0^^<^'>-//<«^^^y(|r|^')  « 
//R-da:dy(9)  =/R^^^a^(p)~/(|)3)^/'^')  i-/coa^  (^") 

— //(oa^ay(^^).  .  .• 

Quos  valores  si  substituamus  >    reperimu^ 

N-W  -^  <-ax.  )-  <^>  -^-  «*<-'• 

5//Vaa^y=//a,5a.dyJ      '   •'•^'       TaQ^-'"Ty- '    " 


:1     1 


H-/P(oay     .  -H./Qay(5^-/ioay(|-^)-HQ'w    • 

H-/p'«aa-   ■"-/a)aa.(fpi-/a)at/(^T  ';;  \  ^;,  •     ' 

,.  ■+-/Q'%<^^--/«d^<^*)  <.  /.^'     • 

•^/Ray(|^)-.R''(fS)V(a%)a:r(|J)->(|)aj/(^^')^/R^^^ 
-/<|-:)a2/<a-^  -J^%^pAS)a^<W>  -/<a^a-<^>-/<l^  a-(^') 

H-/a,ay^^^)  .^/a,ay(i|)^/x^afr(||')+/(Daa:(^;;^ 

C  oro  11  ariu  m      1.  , 

<  7 0,    . ^vjfi^^  ^HjjessiiC^ :,  paf^  ptti^/tif vtotift.  eat)  pecspici»:^  ! 
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reliquae  vero  partes  commode  iU  disponi  posfiint,    ut  «arum  ratio 
comprehendatur 

My  f   -  #  -^  (H^)  etc.  y  H-  /^x  ^      _  (^)  ^  (^)  etc. 

/  (^)  ^y  (R  -  etcO  H-  /(||r)  dx  (R^^'  -  etc.) 
Q'  -  (^y  et<^-  /^      -^^  (5^)  (R'  -  etcO 


-(^'>         S      -^(|^)(R"-etc.). 

Corollariilm2« 

171«  Hic  levi  attentione  a^hibita  niox  patebit,  quomodo 
istae  partes  ulterius  continuari  debeant,  si  forte.  quantita&.V  dffTe- 
rentialia  altiorum  graduum  complectatur. 

Corollarium      3. 

1 7  2.     In   harum    formularum   imejgralium    aliis ,    quae    diffe- 

rentiali  dt/  sunt  i^i^ctae,  ^quantitas  x  copstans  sumitur^   cui  tribui- 

tur   valor  termino   integrationfs    conveniens ;    aiiis   vero    quae    diffe- 

rentiali  dx   sunt  affectaev' S^  est^  constana  -et   termino   integrationis 

.  aequalis , .  nnde  patet  jti.  terminis  integraUonuxp    tam  x   quam  y  re- 

'  cipere  valorem  constantem. 

'       '    '       •   , .  v  '•         ^Jv  .  v.*^    :  '^^  ' .  . 

S  ch,  o  li  o  n. 

173;     Haec  ergo  vanationis  formula  ad  eum  casum  est  ac- 

commodata,   quo  utriusque  integration^s  termini   tribuunt  tam  ipsi  a: 

quam    ipsi    y    valores    constantes.     iTeluti    si    de'  superficie    fuerit 

Fig.  7.   qiue8(io>,!  fbrmidft  faitegrnlii //Yd^^V  ttidi  rectangulum  A^YX  in 
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basi  a8sumtum  est  referenda ;  ejusque  valor  ita  definiri  debet ,  ut 
sumtia  xznO  et  yn:0,  qui  suflt  valotes  initiales,  evakiescat,  quo 
facto  statui  oportet  x  =  AX  et  y  zn  AP,  qui  sunt  valores  finales  ; 
atque  ad  eandem  legem  ipsa  variatio  intenta  e^  expedienda.  Quod- 
81  jam  ea.quaertitur  supetficies ,  in  qUa  formulae  /J^da^dy  Koc 
modo  definitae  valor  fiat  i|iaximus  vel  minimus,  anfe  omttia  necesse 
est,  ut  pars  variadonis  prima  duplicem  integrationem  involvens  ad 
nihilum  redigatur,  quomodocunque  va,rIatio  ^zrzoj  acciplatur^  unde 
haeb  nascetur  aequatio  .  ' 

■    0  =  N  _  0  -f.  ('^)  ^    O    ■+  .tc. 

qua  natura  superficiei  hac  indole  praeditae  exprimetur.  Constan- 
tes  autem  per  dupljeem  Jntegration^m  ingressae  ita  determinari  de- 
bent,  ut  reliquis  variatiQj>is  partibus  satisfiat. 

S  c  1)0  1  i  o  n      2. 

...  .  '        ...  j 

•  i74.  Quo  haec  investigatio  in  se  ttiaxhi^e  abstrusa  exem- 
plo  illustretur  ,  ponamus  ejusmodl'  strperficiemr  investigari'  debere, 
quae  inter  omnes  alias  eandem  soliditatem  includentes  sit  minima. 
Hunc  in  finem  efficiendum  est  ut  baec  formula  integralis  duplicata 

f/doody  iz  +  a  y    H    ^"^"4-  /pO]  , 
maximum  minimumve  evadat.     Cum  ergo  sit 

V=:z  +  a}/  (1-1-PP  +  pY),    erit 

L  =:   0,    M  =  0  ,    N  =  1  , 
atque 

p  a  P  -,A    p/  .— .  fl  »^ 
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ideoque 

dV  =  Na«  -+-  Fdp  -h  rdp\ 
existente 

dz  =  pdx  4-  p^dy. 
Quare  superficiei  quaesitae  natura  hac  aequatione  exprimetur 


N-(||)-(^^)=0,    «eu   i=(||)-H(|^). 


£st  vero 


ubi  notetur  esse  (||)  — (^*     ^x  quo   ista  obtinetur  aequatio 

quam  autem  quomodo  tractari  oporteat ,   haud  patet ,    etiamsi  facile 
perspiciatur  ,  in  ea  aequationem  pro  superficie  sphaerica 

zz  :^  cc  —  XX  —  yy, 
quin  etiam  cylindrica  zzzizcc  ^^  yy  contineri. 
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E    V    O    L    U    T    I    O 

CASUUM    PRORSUS    SINGULARIUM     CIRCA    INTEGRATIONEM 
AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM. 


1. 

Cum  adhuc  plurimae  atque  inter  $e  maxime  discrepantqs  methodi  sint 
in  medium  allataey  aequatlones  differentiales  integrandi,  quaestio  exo- 
rltur  summi  sane  momentl,  an  non  unica  detur  eaque  aequabills  me- 
thodus,  cujus  ope  omnes  illae  diyersae  aequationes  differentiales,  quas 
etiamnum  resolrere  licuit,  integrari  queant?  nullum  enim  est  dubium 
quin  inyentio  talls  methodt  maxima  incrementa  in  uniyersam  Analysin 
esset  allatura.  Plurlbus  Geometris  quidem  separatlo  blnarum  yariabilinm 
hujusmodi  methodum  suppedltare  est  ylsa,  cum  omnes  aequationmn  dif* 
ferentialium  integrationes  yel  hac  ratlone  slnt  integratae,  yel  eo  facile 
possint  reyocari.  Praeterquam  autem  quod  haec  methodus  substi* 
tutionlbus  absolyitur,  quae  pierumque  non  minorem  sagacltatem  po- 
stulant  j  quam  id  ipsum  quod  quaeritur ,  ac  nonnunquam  soli  casul 
deberi  yldentur ,  haec  methodus  etlam  heutiquam  extenditur  ad  ae- 
quationes  diflTerentiales  secundi  altiorumque  graduum ;  et  qui  talea 
aequationes  adhuc  tractayerunt ,  longe  alla  artlficia  in  subsidium 
yocare  sunt  coacti.  Quamobrem  separationem  yariabilium  nequa- 
quaro    tanquam  methodum   uniformem   ac    latlssime    patentem   spec- 

62  • 
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tare  Kcet ,    quae  omnes  integrationes ,  quae  adhuc  successerunt ,   in 
se  coniplectatur. 

2.  Talem  autem  mcthodum  unlversalem  jam  pridem  mihi 
equidem  indicasse  videor ,  dum  ostendi  proposiia  quacunque  aequa- 
tione  dififerentiali  sive  primi  sive  altioris  gradus ,  semper  dari  ejus- 
modi  quantitatem ,  per  quam  si  aciquatio  muttiplicetur ,  evadat  inte- 
grabilis ,  ita  ut  hoe  modo  •  nulla  plane  substitutione  alibi  anxie 
quaerenda  sit  opus.  £x  quo  non  dubito  »  hanc  methodum  aequa- 
tiones  differentiales  ope  multiplicationam  ad  integrabilitatem  revo- 
candi,  tanquam  latissime  patentem  atque  naturae  maxime  conve-^ 
nientcm  pronunciare  ;  cum  nulla  integratio  adhuc  sit  expedita,  quae 
hoc  modo  non  facile  absolvi  possit.  Cum  scilicet  omnis  aequatio 
diiferentialis  primi  gradus  in  hac  forma  Pda:-4*Qd^=lO  coati« 
ncatur ,  denotantibus  litterrs  P  et  Q  functiones  quascunque  biharum 
variabitium  x  tX,  y  ^  semper  datur  ejusmodi  multiplicator  M  itidem 
functio  quaedam  ambarum  vai*iabilium  o?  et  f/^  ^t  facta  multiplica-^ 
tione  haec  forma  MP3ia;  +  MQ^y  fiat  integrabilis ;  cujus  propterea 
integrale  quantitati  eenstanti  arbitrariae  aequatum  exhibebit  aequa- 
tionem  integralem  aequationis  difFerentialis  propositae  P3a;-hQ3i/ri:0, 
quae  eadem  ratio  quoque  in  aequationibus  dififerenualibus  altiorum 
graduum  (ocum  habet.  Yerum  hoc  argumentum  bic  fusius  expo« 
nerc  non  est  animus  ;  sed  potius  praestantiam  hujus  methodi  prae 
separatione  variabilium  etiam  ejusmodi  casibus  quibus  id  minime 
videatur,  simulque  summam  ejus  utilitatem  hic  declarare  constitui. 

3.  Quoties  ficilicet  in  aequatione  difT^^rentiali  variabiles  x 
et^  y  jam  sunt  separatae ,  totum  negotium  vulgo  lit  jam  confcctum 
spectari  solet,  quandoquidem   hujus  aequationis 

'Xaa?4.yayz±0, 
ubl  X    denotat    functionem    solius    a?    et   Y    solius  t/,  -integrale    ia 
promtu  est 


Digitized  by 


Google 


AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM.  4#9 

pLdx  -h  /Ydy  —  Const. 
Interim  tamen  saepenumero  usu  renire  potesc ,   ut  hoc  pilcto  neutl* 
quam  Ibrma  integralis  simplicisslma  obtineatur  ^    vel  ea  demum  per 
plurea  ambages  inde  derirari  del>eat.     Veluti  ex  hac  aequatione 

^   ^-  ^  =    0  , 
primo  elicitur  integrale  logarithmicum 
/:r  -f-  /y  zz:  la , 

unde   quidem    statim   se   prodit    algebraicum  a?2/ =:  a.     Yerum   ex 
hac  forma 

da  -+-  XX      *      «a  -+-  yy   "^        ^ 

integratio  solita  praebet 

Ang.  tang,  x  -4-  An^.  tang.  y  —  Const.    ^ 

Dnde   non  tam  lacile   forma   integralis    algebraica  J^'^-^  zz:C  de- 
cbcitmr.     Ac  propoaita  hac  fonna 

V  \a  4-  p*  -h  yxx)   '^  y  (a  +  P:y  H-  yxy)  "~.     '  * 
in  genere  ne  patet  quidem,  utnim  utraque  pars  int^graiis  arcu  cir- 
culari   an  logarithmo  ^exprim^tur.      Interim    ta^en  ejus   integrale  ita 
algebraice  exhiberi  poteat   .  .  ^ 

CC(a:  ^  y)*  H~  2  yCxy  -h  ^C  (a:  -4-  y)  ht-  2aC  -h  if3/3  —  ay  =:  0, 

quae  cene  forma  simpiiciaaima  nonniii  f«r  pliH^a   ambages  ex  in- 
tegrali  transcendente  derlTatur. 

4.     IIIs    qtttdenp    casibns    |iersptcitur ,   ^omodo-  reductionem 
ad   formam   atgebrai<»am    inatitui   oporteftt ,    sed   ante.  aliquot   annoy 
ejusmodi  integrationes  pjj^otulit    in  .quibus.ne  hoc  quidem   ullo  modo 
praestari  potest.     Yeiuti  si  propo^ita.  sjt  haec  ae^uatlp 
9«  A  dy         rt 
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integrationem  neque  per  logarithtnos  neque  arcus  circulares  expe- 
dire  licet ,  ut  inde  deinceps  simili  ratione  aequatio  algebraica  col- 
ligi  posset :  interim  tamen  ostendi  hujus  integrale  idque  adeo  com* 
pletum  hoo  modo  algebraice  exprimi 

0  zz:2C-+-(CC—  l)(ara:-Hyy)  — 2(1  -^CC)  xy-^  2Cxxyy, 

ubi  C  denotat  constantem  per  integrationem  ingressam.  Quin  etiam 
hujus  aequationis  multo  latius  patentis 

' ^i -         I      ^ 9y         —  /> 

integrale  completum  est 

0~2aC  -f-  (3j3— aY-+-2((3C— a5(a:H-y)-f-(CC— ag)(j:a:4.j/y)) 
H-2(yC  — CC— 05— |35)a:yH-2(5C— ^e):ry(^-Hy) 
-H  (2gC  -4-55  —  ye)  xxyy , 

denotahte  C  item  constantem  quantitatcm  arbitrariam  per  integra* 
tionem  inventam.  His  igitur  casibus  perspicuuip  est  separationem 
variabilium,  qua  aequationes  di|ferentiales  sunt  praeditae,  nihil  plane 
juvare  ad  integralia  earum  forma  ilgebraica  contenta  eruenda ,  ex 
quo  merito  ejusmodi  methodus  desideratur,  cujus  beneficio  haec  in- 
tegraiia  statim  ex  aequationibus  diflTerentialibus  investigari  potuissent, 
in  quo  negotio  certe  omnes  ingenii  vires  tentasse  non  pigebit. 

5.  Obserravi  igitmr  himc  scopnm  ope  multipticatorum  ido* 
neoinim  obtineri  posse ,  quibus  aequationes  differentiaies  multiplica* 
tae  ita  integrabiles  evadant,  ut  integralia  statim  algebraice  ex- 
pressa  prodeant.  Quod  quo  olarius  perspiciatur  ab  aequatione 
primum  proposita  ~  -{^  —  znO  exordiar »  qute  per  xy  multipli- 
cata  statim  praebet  ydx^^xdyizC.  Hoc  ergo  modo  sublata  sepa- 
ratione  tequatio  in  aliam  transformatur/  quae  integrationem  admittit, 
^x    quo    intelligitur    methodum    ope    multipliettorum  -  integrandi    id 
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praestare ,  quod  a  aeparatione  Tariabilinm.  immediate  ><xqBeetari  ne- 
queat.  Idem'  evenit  in  aequatione  ^jj-^  +  ^^^O»  quae  per 
x^y*  multiplicata  inte^rale  praebet  x^tf^znQ  ,  dum  ex  ipsa  ae- 
quatione  proposita  statim  ad  logarithmos  fulsset  perrenttim.  Sihiiii 
modo  si  haec  aequaftio  separata 

_!?_  -4 *!_  =0 

multlplicetur  in  ^*  "^,  .^^^  yjt"  ^^^ »    aequatio  rcfiultans 
a«(i  H- yy) -4- cjy  (1  +  «X)  „ 

integratlonem  jum  sponte  admlttit,    praebetque  integrata 

=^1^  =  Const.  seu  ^^  =  a. 
Hanc  yero  aequationem 

'    1 -H  XX  ^^   i -^  yy 
multiplicari  convenit  in     .^x^ht  xx  ~"n^  '    ^^-  prodeat 

(2x:)f  H-  XX —  i;»  —  ^  9 

cujus  integrale  rcperitur 

2x>-f-x*  — 1  —  ^onsi.  seu  ^xy  ^  xx -^  ±  —  ^" 

%•  Oonu-a  haec  exempla ,  quibus  integralia  algebraica  sine 
subsidio  separationis  sunt  eruta,  ofcjicietur,  multiplicatores  negotium 
hoc  conficientes  ex  ipsis  integralibus  illis  transcendentibus,  ad  quae 
separatio  variabiiium  immediate  perducit  esse  conclusos ,  iisque  ad* 
eo  praestaniiam  methodi '  per  multiplicatores  procedentis  nieutiqttam 
probari.  Cui  quidem  objectioni  primum  respondco,  priora  exem* 
pla  statim  ab  inventis  integrationis  principiis  simili  modo  iiiisse  ex* 
pedita ,    antequam  integratio   per   logarithmos*  erat  explorata ,    quae 
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ergo '  mlfam  mbtUSam  eo  iittaUtee  tst  cemaAfu  Thm  vero  qiUkSK 
Ti«  coaGodaqi  t  -  ki  po&teriorifius  ex^B^lls  iptegrfttiQQem  per  arcuft 
circulare»  inultjplicatores  illos  idoneos  commode  suppeditasse,  id  ta* 
men  in  ipsa  eToliitione  minus  cernitur,  eademque  integi-atio  sine 
dubio  inveniri  potuisset,  antequam  CQntiiiret  fiHritiQlae  f^^  i*te* 
grale  esse  arcum  circuli  tangenti  x  respoodentem.  Verum  aequa* 
tio  supra  allata  ' 

dx  ^  I  dy  ^ 

cujus  integrale  completum  algebraice  elhibere  licet,  nuUi  amplius 
dubio  locum  relinquit ,  cum  enim  neutrius  partis  integrale  ne  con- 
cessis  quidem  logarithmis  vel  arcubus  circularibus  exhiberi  possit, 
ejusque  forma  ad  .genus  quanthaiura  transc^dentium  etiamnum  in* 
cognitum  sit  referenda,  haec  certe  nullum  auxilium  ad  integrale  al- 
gebraicum  invenicndum '  attulissc  censeri  potest.  Atque  hoc  multo 
magis  de  aequatione  illa  latius  patente  in  §.  4.  proposita  est  te- 
nendum ,  quippe  cujus  -Jntegratio  omnino  singularis  ex  principiis 
longe  diversissimis  a  me  est  eruta, 

7.  Me^hodus  autem ,  qua  tum  sum  usus ,  tantopere  est 
iabscondita ,  ut  vix  ulla  via  ad  eadem  integralia  perducens  patere 
videatur ,  et  cum  separatio  variabilium  nihil  plane  eo  contulisset, 
vix  etiam  quicquam  ab  altera  methodo  ad  multiplicatores  adstricta 
sperari  posse  videbatur,  propterea  quod  tum  ipse  adhuc  in  ea  opi- 
nione  versabar ,  per  multipUcatores  nihil  praestari  posse ,  nisi  qua* 
tenus  separatio  variabilium  eodem  manuducat;  quandoquidem  quae* 
•tio  difierentialia  tanium  primi  gradus  implicaret«  Deinceps  autem 
re  diligentius  considerata  perspexi,  quoties  aequationis  cujusque  dif- 
leMiitialis  integrale  completum  exhibere  licet,  ex  eo  vicissim  ^em*» 
per  ejusmodi  multiplicatorem  «lici  posse/per  ^uem  si  aequatio  dif* 
^rentialis  multiplicetur  ,  non  solum  fiat  tntegrabilis,  sed  etiam  inte* 
frata  id  ipsum  integraie,  quod  jam  erat  cognitum,  reproducere  doi:- 
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beat ;  ad  hoc  autem  omnino  necesse  est  ut  integrale  compleUun 
sit  exploratum ,  dum  ex  integralibus  particularibus  nibil  plane  pro 
hoc  scopo  concludere  licet.  Si  enim  proposita  sit  aequatio  dif- 
ferentialis 

Pda?  -f-  Qdy  —  0  , 
cujus  integrale  completum ,  undecunque  sit  cognitum ,  constabit  id 
aequatione ,  quae  praeter  binas  variabiles  x  et  y  et  quantitates 
constantes  in  ipsa  aequatione  differentiali  contentas  insuper  quanti- 
tatem  constantem  noiram  prorsus  ab  arbitrio  nostro  pendentem 
complectetur.  Quae  si  littera  C  indicetur,  eruatur  ejus  valor  ex 
aequatione  integrali ,  ac  reperiatur  C  —  V ,  eritque  V  certa  quae- 
dam  functio  ipsarum  x  ti  y\  tum  autem  hac  aequatione  differen- 
tiata  0  —  3V ,  differentiale  3V  necessario  ita  formulam  differentia- 
lem  Vdx  -4-  Qjdy  continere  debet ,    ut  sit 

aV  =:  M  CPdx  +  Q9y)  , 

ex  qua  forraa  multiplicator  M,  ad  hoc  integrale  CmV  perdu- 
cens ,    sponte  se  offert. 

8.     Quo  haec  operatio    aliquot  exemplis  iilustretur,    sumatur 
primo  haec  aequatio 

».      »       ^  ' 

cujus  integrale  completum  cum  sit  x^j/'*  1=  C ,  instituta  differen- 
tiatione  prodit 

0   zn  mx^'^^  y^dx  -+-¥  noj^^y^^*  9y ,    seu 
0    =   x-^yn  (^     _^     I|:), 

unde  patet,  multiplicatorem  ad  hoc  integraie  ducentem  esse  x^^y^. 
Deinde  cum  hujus  aequatronis 


1  •+-  xjc       '      1  -H  7> 
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integrale  completum  sit 

1    —    a:y  rr:   C  (ar  -f   y) , 

valor    constantis    arbitrariae    hinc   fit  C  rz  ^  ~  ^^  ,    cujus   differentia- 
lio  praebet 

^  —  dx  Ci  -+■  yy)  —  ^y  (i  +  ^x) 

0    (1  +  Jgy)  (1  -h  y>)    ,_dx ,  3>      N 

"     — ^  («  +  7)'  ^l  -)-  XX        «"^    1  -f-  Jf>''  » 

unde  muluplicator  quaesitus  est    zzi ^^  l^  yy"—  • 

Proposita  porro  eit  haee   aequatio 

^*  -I ^^ 


•  (a  -+-  2Px  H-  7««)       '      /  (a  -4-  2P>  -h  V^v)    ' 

cujus  integrale  completum 

CC  (X  —  yf  —  2C  (a  -*-  ^a;  -h  (3y  *  yxy")  -+-  (3|3  —  ay  —  0 
dat  primo 

^  (a?    -   yf 

seu 

-f-a-+-f3(a;-4-y)-HYa;yH-/(aH-2f3a;H-Va;j?)(a.»-  2^y-\-yyy) 

___  ^  ^_^   ^   ^^^ 

vel  concinnius 

22-=:^^=  +  a -h(3  (a; -f-y)4- Ya:y 

-4-  >/  (a  H-  2|3a;  -|-  yara?)  (a  -f-  2|3y  ■+-  yyy), 
unde  diiTerentiando  fit 

0  ==  -K  da?  ((3  -h  7^)  +ay  (f3  -H  70?) 

.    9«  (p -f 7«) •  (a + 2P> + 'yyy)  .   a^O+^vyJi^Cg+flPx+Y*») 

hincque  coUigitur  multiplicator  quaesitus' 
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(|3  -4- yy)  >/  (a  -f-  2j3a?  -i-  ya^ar). 


9.      Simili  modo  pro  aequatione  magis  complexa 
gjc ,      dy^ 

>^(a  +  2Px  +  75CX  -H  ^S"**  4-  £x4)  "•'  y(a  +  2^y  +  7^jy  +  26>^  -f-  £>♦)  ' 

ex  ejus  integrali  completo  supra  exhibito  multiplicator  idoneus  M 
investigari  poterit ,  ex  quo  si  statim  fuisset  cognitus ,  idem  hoc  in- 
tegrale  immediate  elici  potuisset.  Yerum  hic  opus  multo  majus 
molior ,  quod  autem  primo  conatu  neutiquam  ad  finem  perducere 
iicebit ;  ex  quo  satis  mihi  equidem  praestitisse  videbor ,  si  saltem 
primo  quasi  iineamenta  novae  atque  maxime  desiderandae  methodi 
adumbravero  ,  cujus  ope  ,  proposita  hujusmodi  aequatione  diffbren- 
tiali,  multiplicator  idoneus  eam  reddens  integrabilem  inveniri  queat. 
Ac  primo  quidem  in  hoc'  negotio  plurimum  observasse  juvabit ,  si 
unicus  hujusmodi  multiplicator  innotuerit,  ex  eo  facile  infinitos  alios 
idem  officium  praestantes  erui  posse.  Quodsi  enim  multiplicator  M 
aequationem  diiferentialem 

integrabilem  reddat,  ita  ut  sit 

/M   (Pd;r  +  Qay)  =  V, 
ideoque   aequatio  integralis  V  =:  C  ,  quoniam  formula 

DV  =  M  (Pd^  -4-  Qdy) 
per  functionem   quamcunque    quantitatis  V   multiplicata    perinde  ma- 
net  integrabilis ,    perspicuum  est  hanc    formam  Mf:V,    quaecunque 
functio   ipsius  V   pro    f:V    accipiatur,    semper    multiplicatorem  ido- 
neum  praebere,    cum  sit 

(Pa^  -h  QBy)  Mf :  V  =  9Vf :  V , 
ideoque    integrabile.      Inter   infinitos    igitur    hos    multiplicatores  ido* 
neos  quovis  casu  eum  eligi  cbnveniet ,    qui  negotium  facillime  con- 
ficiat ,    et  integrale   si  fuerit  algebraicum    forma   simplicissima   exhl- 
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beat.  Etiamsi  enim  integrale  revera  sit  algebraicum,  omnino  fieri 
potest ,  ut  id  ne  suspicari  quidem  liceat ,  nisi  multiplicator  idoneus 
in  usum  vocetur ,  quemadmodum  superiora  exempla  abunde  de* 
clarant. 

i  0«      Sit  ergo   aequatio  differentialis  proposita  hujus   formae 
^    -i-   ^    —    0     ' 

in  qua  X  sit  functio  ar  et  Y  solius  y\  atque  investigari  oporteat 
ejusmodi  multiplicatorem  M  ,  quo  illa  aequatio  algebraice  integrabi- 
lis  reddatur ,  siquidem  fieri  potest :  quod  cum  raro  eveniat ,  vicis- 
sim  assumta  multiplicatoris  forma  M  indagasse  juvabit  functiones  X 
et   Y.      Sit  primo   multiplicator 

TVI   —    2X 

(a  H-  px  H-  yyy  » 

ut  integrabilis  esse  debeat  haec  forma 

Ydx  -^  Xdy         

Xa-+-  px  -hyyy  —   "• 
Hinc  sumta  y  constante   colUgitur  integrale 

—  Y ,       p 

P  ^a  -K  Px  -H  'VJ')    "^         ^  ^  ' 

sumta  autem  x  constante  prodit 


—  X 


+  A  :  o; , 


7  (a  -H  Px  -f-  yy) 
quam  ambas  formas  inter  se  aequales  esse   oportet ;    unde  fit 

seu 

j3X  —  y  Y  zz:  pv  (a  -H  (3:r  .+.  Yy)  ( A  :  ^  —  r  :  y)  , 

sicque  patet  functionea  A  :  r&  et  T  :y  ita  comparatas  esse  debere, 
ut  evoluto  posteriori  membro  termini ,  qui  simul  o;  et  ^  contine- 
rent,  ae  mutuo  toUant.     £x  quo  intelligitur  fore 

A'X  =  m^  -^  Const,  et  T  \yziz myy -h Const. 
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Statuamus  ergo 

A  :  ^  —  T :y—  m^x  •+-  myy  4-  n  ,    ffetque 

C  m|3|3ara?  —  myyyy  -+•  n(3a?     -h  n^yy     "*"  "^ 
PX  —  'y  Y  —  j3y  s  h-  ma|3a?  —  mctyy  -+-  / 

unde   coIligiTnus 

X  —  y  (m  |3/3  .ra:  H-  p  (jnaL  -+-  n)  o:  H-y -f-  J  na)  , 

et  integralis  aequatio  algebraica  erit 

^yy i^^-L^ — i 2 — 1 — i —  —  Const. 

a^^x  ^yy 
seu 

m^yxy  -h  71^^  —  /h-  |  Ma  rr  C  (a  -+-  (3a?  h-  y t/)  , 

Tel   loco   C   scribendo   C  -f- 1  n ,    erit  concinnius 

m^yocy  —  ^  n^x  -t- 1  n^yy  —/:=::  C  (a  h-  (3a7  ~+  71/). 

11.      Yideamus  jam  sub  quibus  conditionibus  haec   forma   ae- 
quationis  generalis  ista  ratione  integrabiiis  evadat 

A*x  -f-  B«  -4-  C    "^    lyyy  H-  Ejy  ■+-  F 

Comparatione  ergo   cum  valoribus  inventis  instituta  coUigitur 


A  =  hm^^y , 

B  zz:  Aj3y  (^^  ^  ^)» 

C=:/iy  (/h- J/ia), 


D  —  km^yy  , 

E  —  k^y  (moL  —  n) , 

T=:k(i(f~$noO. 

Quoniain  hic  totum  negotium  ad  rationes  litterarum  reducitur,   sum- 
tis  pro  primis  aeqnalitatibus 

P  =  A*    et    y   =  D/i, 
concluduntur  reliquae 
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"^  ABhhkk  '      ^  2  ^    .  ^  —  2ADAAfefc     ^^   ^  2KDhhkk      ^ 

praetcrea  vero   haec   conditio  requiritur,    ut  sit 

A\C  —  BB     4DF  —  EE 

hh  kk  ' 

quae  si  habuerit  locum  ,    multiplicator  idoneus  erit 
M  _   (Aory  -4-  Ba:  >^  C)  (Dyy  ^  Ey  ■+•  F) 

et  aequatio  integraiis  inde  resultans  erit  per  hk  multiplioando 

(Bfc-EA)x  (Bfe-EA)>  AClrfe^DFAA 

^J/  4DA  "+■  4A*       .  '  2ADhk 

m  G  [I  (B/c  H-  EA)  ^  A*:r?  +  D%] , 
quae   imrautata   constante   arbitraria   G  ad  hanc   formam  revocatur 
(o:  +  ^  —  GD;i)  (y  +  ^  —  GAk)  =z  GGADhk 

I     C4AC  —  BB)  fcfe  -f"  (4DF  —  EE)  hh 
■»  8ADA5  ' 

seu 

/2A3gH-B  p\  /2D>-HE     i     r^N   rr-     _i     4^^ ^B     I      4J>F — EE 

12.  *  En    ergo  Theorema    minime    spernendum  ,     etiamsi  ejus 
veritas  ex  aliis  principiis  satis  manifesta  esse  queat. 

Si   haec  aequatio  differentialis 

Axx  +  Bx  -H  C    ^    T}yy  +  E j^  -+-  F    — 
ita   fuerit  comparata  ,    ut  sit 

4AC  —  BB     4DF  —  EE 

hh        —        fcfe       ' 

tum  ejus    integrale    completum    erit    algebraicum ,     atque  hac  aequa- 
tione  expressum 

/2Ax  +  B\  /2D>  -f-  Ev         ^  /2A«+  B         2D>  -+- Ev  4AC  —  BB         4DF  —  EE 

K     h     )\ — k—J-^^K—h • k — )  --~2hh ^—m — ' 
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ubi  G  denotat  constantem  arbitrariam  per  integrationem  invectam 
Hoc  vero  integrale  invenitur  ai  aequatio  proposita  ducatur  in  hunc 
multiplicatorem 

jkxx  H-  Bo?  ^  C)  (jyyy  +  Ey  -+-  F) 

'w        h  ^*  k        ) 

13.      Quemadmodum   multiplicatori  M  tribuimus   formam 

XY 


(a  -H  Px  -H  730* 
ita  etiam  formis  magis  complicatis   uti   licebit,    quod  quidem   in   ge- 
nere  praestari  nequit.     Evolyamus   autem  multiplicatorem 

yr      XY 

ut  haec   aequatio  integrabiiis  sit  efficienda 

_, ydx  +jca>_         ^ 

(a  -♦-  py  4-  'Viy  -H  ^xyY    ^  \ 

cujus  integratio   ad   hanc   perducit  aequationem 

quae  transformatur  in   hanc 

ubi  evidens  est,8tatui  debere 

ut  nulli  termini    occurrant   qui   utramque   variabilem  simul   compiec* 
tantur :    hinc  ergo  fit 

H-/     •  -  -/ 

unde  concludimus 

X  =3  (a  4-  pa:)  (2;»  +  >))  _  (y  +  5a?)  (Oar-f-/) . 

Y  =  (at.-^yy')  (.^y  -h  0)  —  (^4- 5y)  Ciy -h/>  , 
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81  ve  evolvendo 

X  r=  (^^  —  5^)  XX  ^  Ka^  -I-  |3>i  — •  Yd  —  5/)  «  -t-  a>)  —  yf, 
Y  =.  iy^  ~  Sif))  yy  H-  (a^  H-  Y^  —  pvi  —  5/)  y  -t-  a^  -  p/, 

et  aequatio  integralis  erit 

^X-f-T)       X  p  . 

yZ^fi  (7  -*-  ffx)  (a •+■  (3x  -h -yy H- «•«>)    *-<>"«. 

quae   loco   X  substituto-  valore  invento   abit  in  hanc  formam 

«-t-  px-4-7y-+-J«>    ^**"^^- 

1 4.     Transferamus  haec  iteram  ad   formam 

A3« _,  Itdy      , 

Axx  -H  Bxr-h  C     ~T-    Dj,^  _t_  Ej»  _,_  F    "  ' 

ac   fieri   oportet 

A=:/i(^3<-5e),  Dii=/c(y<;;  — 5>)), 

B  rz  /i  (a<  H-  |37i  -  Yd  -  5/), 
Cr=ft(aii  -y/), 

Priraae   aequationes  praebent 


E=:k(a^-t-  yQ  —  (3>)  -  5/), 
T  =:k(a$  -^/). 


secundae  vero 

.•  a^  Bfc— EA  V    2A7fc  —  gPjBA 

•^     S      "^        SShk  ^^      °    Bfe  — EA       ' 

unde   ex   tertiis  coUigitur 

Hinc  ct  elidendo   fit 

unde   cum   esse   nequeat 

Aky   —   Bh^  rr   0 , 
qula   alioquin  fieret    S  nz  0  ^    et   quantitales    ^,,   » ,  ^  infinitae  ,    tum 
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rero  quod  praecique  est  notandum ,  aequatio  integralis  prodiret 
Const.  =:  Const.  quo  ergo  casu  nihil  indicaretur,.  necesse  est  ut  sit 

4  (ACkk  —  DFM)  z=  BBkk  —  EEhh ,    seu 

4AC  — BB    4DF  — EE        „.     „„.^ 

M —    kk '     "*    *"*«• 

Quod  autem  hic  maxime  animadverti  meretur ,  est ,  quod  etsi  tres 
litterae  (3,  y  et  ^  manent  indefinitae  ,  aequatio  tamen  integralis  a 
praecedente  nonnisi  quantitate  constante  discrepat ;  prodit  enim 


_2^Afe 


seu 


7»J^(2Ay  +  B)  +  Pfe(Bx  +  2C)-PAx(2D:y-4-E)^7A(E>-hgF) p^^  . 

~^ M2Ax  +  B)  +  /r(2D:y  +  E) —  ^^°^^- 

quae  forma ,  quomodocunque  accipiantur  litterae  (3  et  y ,  semper 
veram  aequationem  integralem  exhibet.  Quod  cum  minus  sit  per* 
spicuum,  ostendissi  sufficiet,  ambas  partes  (3  et  y  involventes  seor- 
sim  sumtas  eandem  relationem  inter  x  et  y  definire.  Constitutis 
enim  his   duabus  aequationibus 

2Xkxy  +  Bky  ^lLhy^2¥h  —   p       . 
2A*x+-2DAj^-+Bk+.EA    v.w«oi.. 

—  2Dtoy  — EAx+>B>x  +  2(a    rnn<5t 

2Akx  +  2Dhy  +-  iSft  +- £A         v^unbu 

multiplicetur  prior  per  Vh  posterior  per  Ak^    fietque  summa 

Ak  (Bfc  —  E^)  X  +  DA  (Bk  --  EA)>  +■  2  ACfefc  ■—  2  BVhh 

2Afex+-2DA3f+-Bfc+-EA  ' 

cujus  valor  utique  est  constans  =l — — — ,  propterea  quod 

2ACfcfc  —  2DFAA    Bfc  —  E/i 

Bfc  -r-  EA  2  ' 

unde  patet  propositum. 

15*     Progredior    nunc    ad    formam    aequationum    magis   ar- 
duam ,    quae  sit 
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Vx   -f-  7y  —  ° ' 
sitque  multiplicator  eam  reddens  integrabilem 

M  =  P]/X  -4-  Q/y, 
ita  ut  aequatio  integrationem  admittens  sit 

cujus  utruraque  membrum  seorsim  integrabile  sit  oportet.  Pro 
priorc  ergo  erit  (^)  l=  (||) ,  posterioris  vero  integrale  statuatur 
2V}/XY,  unde  coUigitur 

Q=  2X(g)   +  V    .   ^-1    et 
P   =  2Y(g)  4-  V  .  g, 
et  ob  priorem  conditionem 

2Y(gp)-H-3y  (53;)^- V.3yi_2A(^)  ^  -5^  W"^  ^-ax»' 

ex  qua  aequatione ,  si  loco  Y  sumserimus  certam  functionem  ipsa- 
rum  X  et  y,  dispiciendum  est,  quomodo  idonei  valores  pro  functio- 
nibus  X  et  Y  obtineantur. 

16.     Demus  primo  ipsi  V  valorem  constantem  puta  Vzz:  1, 
ac  pervenimus  ad  hanc  conditionem 
ddY  ^ 

quae  aequalitas  subsistere  nequit ,  nisi  utrumque  membrum  seorsim 
aequetur  quantitati  constanti,  quae  sit  z=:  2a,  unde  colligemus 

•  X  zz  axx  -f-  6ar  -f-  c  ct  Y  zz  ayy  -t-  c?f/  -+-  « , 
hincque  porro 

P=gzi;2ay4-ef  et  Q=:^=z2ax^b, 
unde  aequatio  integralis  compieta  coUigitur 
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2axy  4-  c?a?  -f-  fty  +  2|/XY  —  Const 
Quocirca  ista  aequatio  differcntialis 

integrabiiis  redditur  ope  multiplicatoris 

ac  tum  integrale  completum  reperietur 

2axy  -hdx  -^by  ^  2}/(axx  h-  6a?  -h  c)  (ayy  h-  e?i/  h-  c)  zr  C , 
seu  ^ublata  irrationalitate 

CC  —  2C  (2  aa?j/  -+-  rfr  -I-  6y )  rz:  (4ae  —  dd)  xx  -h  (4ac  ~  bb)  yy 

-|-  46^0:  -4-  4cdy  -+-  4ce. 

Haec  flutem  aequatio    differentialis   multo  latius    patet  illa  quam  ini- 
tio  §•   3.  attuleram. 

17.     Tribuamus  nunc  ipsi  V  hunc  valorem 


V  zz: 


1 


(a  -H  P«  —  yy)^ 

si    enim   loco   exponentis    2  indefinitum    sumsissem ,    mox   potuisset , 
hanc  potestatem  accipi  debuisse.     Erit  ergo 

.ay    —  gp .avv —  gy 

^d  x^    ^a^^x-hyyy  '  ^d  y  ~  (a-J-PapH-7y)'  ' 

Va^a^ (a-hPx-h7>)*»    ^^    ^aW (a-Hpx-+-7jy)*  ' 

His  autem  valoribus  substitutis   sequentes  oriuntur  binae  formae 

i2p^X^^^Ca^^^yy)^^Aa'^^^yyf 

=zi2yyY^^^^(a^^x^yy)^^,<ia^^^yy)% 

quia  igitur  in  priore  y  in  altera  x  non  ultra  duas  diidensiones'  as- 
surgit,    evidens  est  in  formulis 
aax  ddY 

variabiles  x  et  y  totidem  dimensiones  habere  debere,    quia  alioquin 

64* 
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Vermini  ex  x  et  y  raixti  utrinque  aequales  fieri  non  possent.  Com 
ergo  ipsae  fiinctiones  X  et  Y  ad  quartum  gradum  sint  ascensu- 
rae ,    ponamus 

X  =  Aa;*  •+■  2  Ba?'  -f-  Cx^  -4-  2  Da;  -+-  E    et 

Facta  jam  substiiutione  pro  priori  parte  prodit 

12(3f3Aa;*-H24(3pBx3H-  12|3^Ca?a7-H  24^pDa; -h  12|3|3E 

—  24|3|3A     —  36f3(3-B      —  12(3f3C      —  12(3f3D    -.12a^D 
•4-i2(3(3A     — 24af3A      — 36af3B       —  12a(3C     -<-    2aaC 

-f-12|3^B      -H    2(3|3C      -»-    4aj3C 

-»-24a|3A      -»-24a^B      H-12aaB 

-4-  1 2  aa  A 

—  24|3y  Aa;'i/      —  36  f^vBy^^y    —  1 2  p-yCa;^  •—  1 2  (3yDy 
-<-24pyA  -t-24pyB  -t-    4|3yC       -h    4ayC 

■+-24ctyA  -*-24ayB 

-f- 12yyAa?a?yy-+- l^yyBxyy-H    2yyCyy, 

qui  termini  in  ordinem  disponentur 

i2yyAxxyy  ■+-  i 2 yV Ba;yy  h-  1 2 y  (2  aA  —  |3B)  xxy 

■+■  2yyCyy-^  SyCSaB  — ^C)a;y-i-2(6aaA-.6apB-t-(3pC)a;a: 
-+-4'y(aC-.  3|3D)i/-j-  4  (3  aaB  —  2 a(3C -h  3 /3^D)  a; 
-t-  (2  aaC  —  6 a|3D  -h  6^/3E) . 

Simili  rero  modo  altera  pars  erit 

1 2  (3/3S(a7a;f/y-+- 1 2  |3f3S3a;a?y-+.  1 2(3(2a9(— ySB)  a:yy-4- 2  ^|3€a;a; 
H-  8/3  (30©  —  VS)  «y  -+-  2  (6aaSt  —  6avS3  ■+•  yy^)  yy 
-4-  4(3  (aS  —  3  vJD)a;  ^-  4  (3  aa®  —  2  ayO:  -t-  3  vv©)y 

-f- 2  (aa€ -- 6  «v©  •+ 6  VV^>  • 
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i8.      Coaequentur    nunc    inter    se  tehnini   homologi    utriusque 
formae,  et  sequentibus  aequationibus  erit  satisfaciendum 


xxyy 
xxy 

XX 

yy 

xy 

X 

y 
1 


2ayA  — (3yB  •=.    (3|3S3, 

yyB:=  2aj39(  —  (3y23, 
6aaA — ea^B-J-    (3|3C— j3|3^, 

yyCin  6  aaS(  —  6ayS3H-yyQ!, 
3ay|3  —  |3yC  z=.  3apS3  —  (3y€, 
3aaB  —  2«|3C-|-3p^D:zzaP6:    —  3|3yS), 

ayC  -—  3/3yD  zz.  3aaS3  —  2ay^  -f-  3yyS> , 

aaC  —  6  a^D  -4-  6  j3(3E  z=z  aa€    —  6ayS>  -+-  6yyQP. 


Tres  autem   primae  aequationes  tantum   duas   dant  determinationes 


«^    Y By9H-'95l^A', 


6/31+ g5VA 

quarta  et  quinta  itidem  unicam  determinationem  suppeditant 

Q  g 3(gBB  — Agg) 3  ^KB  __  55«\ 

quae  eadem  quoque   ex  se^ta  sequiiur.      Statuatur  ergo 


C=i 


3BB 
2A 


n 


ei  dzz: 


231 


n 


septima  et  octava  etiam  unicam  determinationem  involvunt 

D>^A  +  SV^  Agg  +  3IBB  —  Bg/A3i  +  2?iA3l  , 

'rTWTWA JiA^VA%  ^      ^^^ 

qui  valores  in  ultima  aequatione  substituti  praebent 


24(AE— ?((£)  =  + ifl^.  ^55 


3g^ 

2m 


12  mB 
TT 
12  mg 
'V3« 
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quare  commode  etatui  licebit 

^.  B^_        ,       nBB       I  mB  ^^      l 

^  —  iST^   "^  Jaa   "t-  2a7a   ^  X' 

^   g^         ,      ngg       ,       JH^     JL      JL 

^    1691»     "*^    4919    "^    291/«    "t*     91    • 


19.      Cum  autem  sumserimus  ^  =  (a^^^^yyyy    ^^'^^ 

>v   —  4P(Ax^4-2Bx^  +  Cx3C  +  2D3g  +  E)     ,     2  (2Ax« +3B»g  +  Cx +  D) 

>^ (a+Px+7^j»  "^  (a  +  (3x  +  7j')» 

p —  47  (g>^  +  2g:y^+  ([yy  +  2!&>  +  g)    ,    2(2  9iy +  3gjyy  +  gy  +  0) 

•^   (a+px  +  7>)^  '  (a  +  P*  +  7j)3  ' 

sive 

^  _27>(2Ag^+3Bxx+Cx+D^+2(2gA.-PB)x»+2(3(xB>-pC)xx+2(aC-3PD)x+2CgD-2PE) 
Vi  -  (a  +  Px  +  7»'  '  ;  ^> 

p  _  2px(29Cj^^+3§8>>+gy+!0)+2(2g9C--7g)>*+2(3ag-^g)y>+2(«g--37a)>+2^ 

^-  (a  +  px  +  ^J^)^  \  ^ 

unde  investigari    oportet   integrale   formulae  Fd^  -f-  Q^y ,    ad   quod 
sl   deinceps    addatur    ^^^g^^^^y ,    aggregatum    quantitati    constanti 
aequatum  exhibebit  integrale  completum  aequationis 
if   -4-  i?   —    0 

Pro    illo  autem    integrali   inveniendo ,    ex   prioribus   valoribus  pro  P 
et  Q  exhibitis,    notetur  fore  separatim 

^Pj-v      3P(Ajc*+2B3C^+C*«  +  2D*+E)  2(8A»»+3B«X4-C«+D)         p 

J  SiOy yla+  ?x  +  yyy  7(a+px  +  7>j  H  1  : X, 

^ij;i_ 2MSb:*±i®>!±?y>+2©>+«)       2C2«>'+3%iy + gy+O)  ^  a  ... 

•^  ^0(a+P«  +  7>5»  ^(a  +  ^«  +  7y) ^*^ '2^» 

quae  duae  expressiones   aequales   esse   debent:    quem   in  finem  po- 
natur 

p.^_2jAxx+Bx+N)  et  A:y  =  ^C«^>y+l>, 

fictque 


Digitized  by 


Gopgle 


AEQUATIONUM   DIFFERENTIALIUM. 


511 


i  ^Y  Ca  •+-  (3«  -4-  yyf  /Q^y 


kyyxxyy 
Byyxyy 

■  y  (2Aa  —  Bj3)  xxy 
Nyyyy 

(Aoa  —  BaP  -t-  NP|3)  a?a? 
-y  (2Ba— Cp-f-  2N(3)a;y 
y(2Na-.DP)j^ 
(Baa— Ca|3  -h  Dp|3  ■+-  2  Naj3)a; 
-E|3|3  -  DaP  -1-  Naa 


j  <3y  (g  H-  f3a?  -t-  yyf /?})x 

-^^^xxyy 

-(3(22(a  — ^)a:t/y 

-^f3/3a;a;y 

-  (91  aa  —  S3ay  -+-  il^^yy )  yy 

-^^^xx 

h|3  (2©a  —  Sy  -+-  29?y)  a;^ 

h  (SBaa  -  Cay-f-S^yy-i-^SIfJay)»/ 

h  |3  (29?a  —  JDy)  a; 

hSyy  —  S)a?y -+- 9^aa. 


20.     Hae  condltiones   cum  praeccdentibus   (f.    18.)  perfecte 
conveniunt,    si.modo  sumatur 

N  =  ^C    et    9?  =  ^€. 

Diyidamus  singulos  terminos  per  6y,   ut  prodeat  valor  formulae 

i(a  -tr  ^a?  +  yyf  /Qdy, 

qui  substitutis  valoribus  ante  inventis  reperietur 

xxyyy^A^  h-  Bxyy/^  -t-  fl^xy/ -^ -h^Cyyy/  ^  -+-  ^^:tj?  /^ 

-^(7A«-t";^y-+-WAl-    3A    "+-6?Ai-"a7A)y 


/  Bg^  ng  _?^ 


m 


fiB«« 


n^BT^t-Hg^AV         nfig 
24A9I/A«       —   4A« 


2VH. 
m(B/«  — g/A) 
4A« 


a; 


I 

/Aai 


Sit  haec  forma  brevitbtis  gratia  =  S ,    eritque  integrale  completum 

(al^tx+ly)*  =  Const.   seu 

» S  -i- yXY  =:  Const.  (B/S(  -f-  ©j/A  h-  2Aa:/S(  -h  2^yy^Af, 
quod  etiam  hac  forma  concinniori  exhiberi  potest 
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S  +  /XY  =  Const.  (^  +  «j  4^  2a:/A  -h  2y/Sl)^ 

Quare  dum  functiones  X  et  Y  conditionibus  ante  definitis  sint 
praeditae ,  hoc  modo  habebitur  integrale  completum  aequationis 
differentialis 

21.  Haec  investigatio  aliquanto  generaKus  institui  potest 
tribuendo  ipsi  V  talem  valorem  (a4.^x-\-\y  +  i^  ^  ^"^  facilius  au- 
tem  calculi  molestias  superare  queamus  ohservo ,  dummodo  varia- 
biles  X  tt  y  quantitate  constante  augeantur  vel  minuantur,  eum 
ad  hanc  formam  .    .^^  v^  reduci  posse:    expedito  autem  calculo  re- 

stitutio  facile  instituetur.  Considerabo  ergo  hanc  aequationis  diffe- 
rentialis  formam 

vx  ^  VY  —   "  ' 
quam  integrabilem   reddi    assumo    ope    muUipIicatoris  P]/X  -|-  Qj/Y, 
ut  integrari  debeat  haec  formula 

P9x  +  Q9y +  2^  +  5^=0.  * 

Statuatur  partis  posterioris  integrale  —  2Vj/XY,  fietque  ut  vidimus 
Sit  igitur  Vr=--^^,    ideoque 

\dxJ   —    («+»?)"     "    \dy) — (a+xyy  ' 
ita  ut  habeamus 

O  —     -^x^  ax        1 

^  (a  +  xyy    "*'   dx  (a  +  x>)«'     " 

p  — 4y«       ,    sv        1 


Nunc  autem   effici   debet  ut   formula  ?dx  +  Q3y  integrationem  ad- 
mittat,    hunc   in   finem   duplici  modo  ejus  integrale  capiatur,    dum 
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ydy  •  a+xy 
dX  1 


yy 

A:X 
XX 
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V 

vel  y  vel  a;  constans  accipitur,  sicque   obUnebimus 
/T»^ -, 4Y        ^        gaT 

/X);)»  —       ^ «iLX 

•'^^         «*(a+«y)         ««(a  +  x>)»  «d»  *  a+«^ 

quas   duas   formas   inter   se   aequales   reddi   oportet.     Multiplicando 
ergo  per  xxyy  (a  -f-  xyf  habebimus 

4 xxY  ia-hxy-)^2  axxY  —  2^  (a^xy^^xxia-^xyfT:  y 

=  Ayy'^ia-^xy^^2ayy1S.-^^f^ia^xy)-^yyia^xyf£^:x, 
unde  fingamus 

X  =  Aa:*  -+  2Bx^  >+  Ca?»  -*-  2Da;  -»-  E,  A  :  a;  =  La;a;  -f-  Ma;  -i-  N, 
Y=S(y*-H25By*-»-C2/yH-2®t/-f.€,  T :  y  =  g  yy -^- sj)Jy  ^  gj, 
ut  fiat  l^  n:  4  Aa;3  -+-  6 Bara;  +  2Ca;  -|-  2D     et 

|^  =  4%»-f- 6g5yy4- 2Cj^4- 2©, 

Hinc  nostrae  expressiones  induent  has  formas 


x^y  ja  +  xyi^/QJdy 


-t-  La;*y* 

+  Ma;V 
-f-   2Ba;*y* 
4-  Na;a;j^* 

-4-  2(C-I-aL)a;V 

—  2  akx^y* 

•+•  2  (3D  -I- aM) xxy^ 

—  2aBa;3y« 
•+•  aalixxyy 

■+-  2  i2E -+.  a^) xy^ 
-f-  0  x^y 

-h  (2  aD  4- oaM)  07^ 
-f-  0  xxy 

-+•  (2aE^aaN)yy 
-f-  0  a;a? 
Vol.  IIL 


XX  yy  (a  -f-  xtff /?dx 


2x*y* 
H-   2f&x^y^ 
-h  3na;*y3 

—   2  a^xy^ 

-h  2(S-f.a€)a?aj/3 

-h  9la;*j/2 

■^  2a©a?a;y* 

-f-  2(3<D4-aSDl)a?»y« 

4-  aaZxxyy 

-f-  0  a:y' 

-f-  2(2g-f-a3fi)a;V 

-h  Oxyy 

4-  (2aS)-{-aaSDJ)a;a;y 

+  (2a€  H- oaSl)  a;». 
"65 
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22.     Haram   formarum   coacquatio   suppeditat   sequentes    dc- 
terminationes 

giziL,  M  =  2SB,  Sm  =:  2B,  Nr-2a«,  SRi:~2aA, 
SiZiC,  Dr— aSB,  ©r:— aB,  E  =  aa2t,    i£  =  «^A, 

ita  ut  habeatur  haec  aequatio  difFercntialis 

dx 


y(^kx^^2Bx^  ^-Ca?a:^-2Da;  -f- E) 

d^ ^ 

-^  ]/(^y^  — ^y^  +  Cyy-2aBz/-f  aaA) 

cujus  uitegraie  completum  est 

2Bxa:y— ^a^-2aAa:a;-^j/i/-^2Ca:i/— 2aBa:  +^2Dy-h2/XY  ^^^ 

(a  +  xy)^  . 
Hic    observo    si    ponamus  y  zz:  ^^^ ,    prodire  aequationem    initio  al- 


latam 


3a?  j 3g  Q 

cujus  propterea  integrale  nunc  etiam  pcr  principia  integrationis 
majume  naturalia  assignari  potest,  cum  antea  methodo  admodum 
indirecta  eo  fuissem  deductus.     Integrale  quippc  est 

kxxzz-^BxzCx-^-z)  -f-Cicz  •-D(a7-f-z)H-E-»-G(a;  —  z)^  ~ 
y  (Aa:*-H  2Ba;^H^  Ca?a?H-2Da:^E)(Az*H-2  Bz^-hCzz4-2D3^-E), 

quae  ab  irrationaiitate  liberata  induit  hanc  formam 
GG  (x  —  z)^  -f-  2G  [Axxzz-^  Bxz  (a;  -f-  z)  -h  Ca:z -h  D(a?-KZ)H  E] 
H-  (BB  —  AC) xxzz  —  2ADxzix  h-  s)  —  AE(a?  -+-  z)^  —  2  BDaz 
—  2BE(a:H-z)-f^DD  —  CEzn  0  , 

quae  aequatio  in  hanc  formam  reducta  cum  superiori  convcnit 
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24.     Videamus   autem  quouaque    problema   in  genere  agressi 
calculum  expedire  queamus.     Sit  igitur  proposita  aequatio 

quae  per  P/Y  h- Q)/Y  muluplicata  fiat  integrabilis ,  sitque  integrale 
f(?dx  -f-  Q^y)  -f-  (.■nSx-TCr+^xy)'  =  Const. 

eritque   ut  ridimus 

O   —         -4X(p-|-yy)    _      ,  3X ^, 

V^   (a-hP«  +  'Vy+ff*>)»  ^  axCa  +  Px  +  7>  +  *«:y)" 

^    — 4Y(Y4-y«)  1  ^Y , 

unde  colligimus 

(Y  -f-  5a?)'  (a  -h  (3a;  -H  VV  -»-  ^xyf/Q,dy  =  2  (|3y  —  aJjX 

-f-[45X  — (y4-5^)^  (aH-(3x-f-Y2/-i-5:ry) 

+  (a  -f-  f3a;  H-  Y2/  -H  ^*^)*  A  :  a; , 
similique  modo 

(^  _|_  5y)«  (a  -f.  |3a:  -+-  V8/  +  ^xyff?dx  =  2(^Y  —  a5)  Y 

4-  [45Y  —  ((3  -f-Sy)  g]  (a  -h  (3a;'-H  Y^  -♦-  5a?y) 

-I-  (a  4-  f3a;  -h  Y^  -^  5a?y)'  T  :  y  , 
quae  duae  formae  ad  consensum  perduci  debent,  ita  ut  prima  per 
(y-f.5a:)',  altera  vero  per  (p -f-5y)*  divisa  eandem  fUnctionem 
exhibeant.  Quamobrem  necesse  est  ut  prior  per  (Y  +  ^^;)*,  po- 
sterior  per  (j3-f-5«/)*  divisionem  admittat,  cui  ergo  requisito  ante 
omnia  est  satisfaciendum. 

25.     Evolvamus  priorem   valorem,    partibus  ab  y  pendenti- 
bus  distinguendis 

I.    2((3y  — a5)X-h45(a-f-(3a?)X  — (a4-(3a:)(Y-I-5a:)g 
-j-(aH-pa?)'A:a:, 
IL    — y  (Y  -4-3a;)  [45Y  -^  (y  -h  5X) ^^  -f-  2  (a  -h  (3a;)  A  :  a], 

iiL  -h$/y(Y-*-5^)°^-*» 
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Quocirca  formulae 

(a  +  ^  4-  yy  4-  ^xyffQjdy 
Yalor  erit 

H  A  =  X  +  ?/ 8,A  :  X  +  5«A::r  _  ?^  A': :.  -  fc^  »A':x 

+  <ii|a!  A"  :  X  +  ?i+^.>,7+">  j,A" :  X 

+  |.  (y  +  Jx)  S  +  (y  +  Sx)  yS  -  ii±Mp^>  •  II 

seu  ita  concinnius  expressus 

CP+yy)«  A  . ^       (g+P») (P+*y)  A'' •  *;  ^  (a+M(«+P«+7y+^x>)  .,, . 


X 


.   (7+y«)(P+Sy)  c 


C7+yjg^  (a+Px+7>+g«y)  .  9S 


cui  alter  aeqnalis  fieri  debet ,    qui  est 

Cy+Jx)»^.,,       (a+7>K7+i^x)  T^/..,    .    (a+WCa+Px+Vy+g*^)!^//.-. 

■    tP+yy)(7  +  y«)a;  (P  +  yyJCa+Px+yy  +  gay)  .  3g  . 

"+-  j  w  "~"  —————  «jt  a«. 


8$ 


d> 


26.     Quodsi  jam  ponamus 

A  :  a;  r=  55  (Aara:  _f-  2  Ba;  -f-  C)  et  S  zn  5  (Dxx  -f-  2Ex  -H F) 
item 

r:y  =  55(5(yy -h2S5y4-€)  et  0  =:  5(S% -f- 2€y -f-^), 
reperientur  nostrae  expressiones  ita  evolutae 


(a  H-  (3a;  -h  yy  -+-^xyyyQdy 


-S5  kxxyy 

-2ddBxyy 

-5  (pA  —  yD  -f-  5E)  a7a:y 

-SBCyy 

-5  (|3E  —  aD)  a;a; 

-[2(35B-t-((3y— a5)A— yyD-4-55F]  xy 

-(ayA— 2a5B-4-2p5C— yyE-»-y5F)y 

.[|35F  -4-  (f3y  —  a5)  E  —  ayD]  x 

-ooA— 2a(3B -h  (3(3C  -  ayE-+- |3yF 


(a  -»-  j3a;-*-  yy  -t-  Zxy^ffVdx 


■SS^^xyy 

5(y2(-(3©-t-5(5)a;yy 
-255S5ica?y 
-5(y€— a$D)y«/ 
•55€a;ar 

-  [2y5©-H(|3y-a5)a-p(3S)-^55§]a;j/ 
•[y5$+((3y-a5)(£-a|3©)y 
-(a(32(— 2a5S3-t-2y5C-»-(3pS-H  ^S%)x 
-aaSt— 2ayS5-i- vyC— a(3€-»- (3y$ 
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Fingatur  prioris  partis  integrale  :i2R}/X,  posterioria  yero  i:2Sj/Y, 
ut  integrale  completum   sit 

R|/X  +  S/Y  zn  Const. 

et  facta  evolutione  reperitur 

Q=2(|^);  Q  =  2(U). 

Cum  igitur  debeat  esse  (^)  —  (§1^)»  manifestum  est  formulam 
Rdo:  4-  Sdy  integrabilem  esse  debere.  Non  autem  opus  est,  ut  ea 
algebraicum  habeat  integrale,  sed  sufficit  ut  integrationis  charactere 
sit  praedita. 


2  8.      Sumatur  enim 
eritque 


R  —  y  ^.   a •      » 


2a  —  2yxxyy 


p  -—. >9X  gXyjy  (p  +  2yxy) 

dx^a  +  ^y  +  yxxyy)  {<^  +  Pry  +  yxxyy)  ' 


O  —        ^^^'^-rxxyy 

^         (a  -I-  px^  +  7Jcx:yyJ»       ^^ 

simulque 

p    -_  Jc3Y ^^*       2Yjc»(P  +  g7»y) 

d^Ca  +  Pxjy  +  Vxx;^^)  (a  +  pxj' +  ?**>'>?  ' 

ita  ut  habeatur 

(a  -f-  j3a;i/.  +  yxxyyf  P 
y9x 
==  dF  <*  "•-  ^  +  yxxyy-)  —  2ys^X  (/3  +  2ya:y) 

—  d7  ^*  -*~  H^y  -H  r^a;yy)  ^  2a?a?Y  (|3  -f-  2yary) . 
Statuatur 

X  =  A»*  -4-  2Ba7«  -{-  Caja;  -f-  2Da?  -f-  E 
itenique  ;: 

Y  =  SJy* -f- 2S3ar* -f- gi^  ^- 2S)y -P  € , 
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4  22  EVOLUTIO  NONNULLARUM 

grabili$  i^eddatur,  conclodi  potse  ;  qune  conclusio,  si  integrale  tan- 
tum  fuisset  particulare ,  neutiquam  valuisset.  Quamobrem  integra- 
tionum  illarum  particularium  ,  quas  olim  simul  ex  codero  principio 
alieno  eram  consecutus ,  longe  aliter  est  ratio  comparata ,  neque 
adhuc  perspicete  Ucet,  quomodo  methodo  quadaiii  directa  et  natu- 
rali  ad  easdem   perTenuri  queat. 

30.  £o  magis  igitur  operae  erit  preihmi ,  indolera  harum 
integrationum  particul^rium  aceuratius  examinari  ,  quod  quidem  con- 
templatione  casus  simplicissimi  fiet.  Uujus  igitur  aequationis  diffe- 
rentialis 

dxy^Ci  -\-xxy^dy  /(1  -4- yy) -4- «i/Ba- +  w.irdy  =  0 

integrale  particulare  tnyeneram  esse 

^a^  4-  yy  -h  2a?y  >/  (1  +  /m)  zn  nn  , 

similiaque  integralia  innumerabilia  etiam  inveni  pro  ejusmodi  aequa- 
tionibus  diSerentialibus ,  quae  neque  a  iogarithmis  ncque  a  circuli 
quadratura  pendent :  quare  haec  aequatio  ita  spectetur  ,  quasi  non 
per  logarithmos  integrari  posset.  Hic  igitur  primo  quaeritur ,  qua 
via  directa  hoc  integrale  particulare  ex  forma  differentiali  concludi 
queat?  deinde  quomodo  aequatio  differentialis  comparata  esse  de* 
beat ,  ut  tale  integrale  particulare  exhiberi  queat  ?  Ad  has  crgo 
quaestiones  primum  observo ,  aequationem  algebraicam  esse  inte- 
grale  completum  istius  aequationis  differentialis 

^^ L.    -, ^     '  ,    0 

tum  rero  el  illa  sequi 

X  -h  y  /(1   +  nn)  rz  n  /(1    ^  yy)     et 
j/  +  a:>/(lH-n/i)ii:n/(l    -f-  x.r)  , 

ita  ut  tam  }/(l  -^  xx)  quam  |/(1  -^yy)  rationaliter  per  x  et  y 
cxprimi  queat.      Cum  igitur  hinc  sit  differentiando 
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AEQUATIONUM   DIPFERENTIALIUM.  62  3 

xdx        a^  +  axV^Cl^-nn)  ydy dx  +  By  V  (i -^  nn) 

y(i-hx*5 —  n  ^^    i/Ji-^yy) —  n     '"        ' 

si   harum   formarum   multipla   quaecunque   ad   illam 

V  (1  -+-1w5  ~  Vi^-^yy)  — 
addantur  ^    semper   prodire  aequationera   differentialcra ,    cui   acquatio 
algebraica    particulariter    saltera     satiafaciat.      In    genere    ergo    hujud 
aequationis   differentialis 

dx-^-Vxdx    .    By  +  Qydy Tdy +  Qdx  +  {Pdx  +  QdyW  (i  +  nn) 

V(i  +  xx)  "f    /  (1  +yy)  —  n 

integrale  particuiare  erit 

^^  -h  yy  -h   2xy   }/ (i    -f-  nn)  zn   nn. 
Sit  jam  P  =  o;  et  Q  n:  2/,    ac  satisfiet  huic  aequationi 

ex  inlegrali  vero   fit 

xdx  -f.  ydy  =  —  (xdy  H-  ydx)  )/  ( i   -f.  nn) , 
ita  ut  habeatur  haec   aequatio   differentialis 

dx}/(l  -H  ^^)  -4-  dy  /d'  4-  yy)  +  wrc^y  -f-  nr/^a:  —  0  , 
cui  ergo   integrale   supra   datura   particulariier  convenit. 

3 1 .     Transferaraus   jara    haec    ad   casus    latius    patentes ,    et 
postquara    hujus  aequationis 

—    -4-   i^  —    0 

VK     ^   VY    " 

inventum  fuerit  integrale  completura ,  quod  sit  W  zz,  Const.  note- 
tur  hinc  semper  utrumque  valorem  radicalem  )/x  et  }/Y  per  func- 
tiones  rationaled  ipsarum  o?  et  y  definiri.      Sit  crgo 

/X  zz:  R     ct     ]/V  =  S  , 
ideoque 

^  =  25R     ct    i^  iz:  2dS. 
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624  EVOLUTIO    NONNULLARUM    etc. 

Sit  jam  F  functlo  ipsius  o?  et  Q  ipsius  y ,  hincque  confiatur  ista 
aequado 

cui  aequatio  algebraica  W  —  Consl.  certe  particulariter  satisfacit. 
Hinc  si  P  et  Q  ita  accipiantur,  ut  formula  P3R -f- Q^S  integratio- 
nem   admittat,  cujus  integrale  sit  iz  V,    orietur  aequatio  transcendens 

/^JL^/A^  ^  f^JLl^m   -    2V  -  Const. 

cui    aequationi  W  —  Const.  seu  valoribus   inde  deductis ,    ]/X  zn  R 

vel    )/Y— S   particulariter  satisfacit.      Tale    ergo    ratiocinium    viam 

ad  hujusmodi  integrationes  particulares  alioquin  inventu  difBcillimas 
patefacere   videtur. 
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